
� はじめに

家計の所得や企業の売上高などの社会科学の諸分野 (特に, 経済学, 経営

学, 商学など) で扱われるデータは, 対称性をもつ分布 (例えば, 正規分布)

に従うものよりも, 非対称で歪みをもつものが多いように思われる1). この

ようなデータに, 正規分布を前提とする統計学の理論と手法を直接応用する
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1) 例えば, 所得の分布に関する考察としては, Klein (1962) が詳しい.

要 旨

本稿では, データベース Osirisから抽出された世界160カ国における全
上場企業 (一般事業会社) 93,836社の2015年の対数変換した売上高に対し
て非対称分布を当てはめた結果と, Box-Cox変換後に正規分布を当てはめ
た結果を, 可視化と赤池情報量規準を用いて比較検討することによってモ
デル選択を行った. この結果として, 対数変換したものに非対称ティー分
布を当てはめたものが最も当てはまりが良かった. さらに, 変換前の売上
高の粗データには, 対数非対称ティー分布を当てはめた場合が最も良い結
果を与えることもわかった.

キーワード：財務ビッグデータ (Financial Big Data), Box-Cox変換 (Box-

Cox Transformation), (対数) 非対称正規分布 ((log-)skew-

normal distribution), (対数) 非対称ティー分布 ((log-)skew-t

distribution), 尤度解析 (likelihood analysis)
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ことは, 何らかの齟齬を生むことが予想される. 例えば, 本稿で扱う売上高

のように右に極端に歪んだ分布の (中心) 位置をデータの平均値で推定する

ことの意味を考えることは重要である.

このような問題に対して, Tukey (1957) はデータを変換するクラスを考

察し, 変換後のデータが対称な分布に従っているという結果に基づいて統計

的に解析することの重要性について言及している.

本研究では, Bureau van Dijk (BvD) 社2) のデータベース Osirisから抽出

された世界160カ国の一般事業会社の全上場企業93,836社の主要財務情報に

関する財務データ (粗データ) のうち, 売上高の分布を考察する. その際,

まず要約と可視化をすることによってデータが歪みを持つことを確認し, さ

らに対数変換したものも若干歪むという知見に基づいて (II節), データを

対数変換したものに非対称分布族の当てはめを行う (III節). さらに, デー

タの Box-Cox変換 (Box-Cox transformation) 後に正規分布を当てはめるた

めに, 最尤法によって母数を推定した後, その結果を可視化することによっ

て正規分布への当てはめを検証する (IV節). さらに, 対数変換したデータ

に正規分布と非対称分布を当てはめた場合と, Box-Cox変換を行ったものに

正規分布を当てはめた場合について赤池情報量規準 (Akaike Information

Criterion : AIC) の値を比較することによってモデル選択を行うとともに,

(変換する前の) 粗データに, 対数正規分布, 対数非対称分布, Box-Cox変

換に関する分布を当てはめた場合も AICを比較することによってモデル選

択を行う. (V節).

なお, 付録 Aでは, 正規分布と対数正規分布に対する尤度 (likelihood)

に関連する事項の関係を述べている. 同様に, 付録 Bでは, 非対称正規分

布 (かつ非対称ティー分布) と対数非対称正規分布 (かつ対数非対称ティー

分布) に対する尤度に関連する事項の関係を述べている. また, Box-Cox変

換に関する尤度解析について付録 Cに与えると共に, データの Box-Cox変
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換に関するインタラクティブな機能を備えた可視化ツール (Webアプリケー

ション) の作成については, 付録 Dを参照されたい.

本研究は, Tukey (1977) によって提唱された探索的データ解析

(Exploratory Data Analysis : EDA) にもとづいて行われる. 本稿は, Leisch

(2002) による������を利用することによって動的に生成されており, 再

現可能性を確保している.

� データの要約と可視化

データは, BvD社の世界の全上場企業のデータベース Osirisから抽出さ

れたものを利用する3). 地道 (2018-a, b), Jimichi et al. (2018) で行ったよう

に, 本稿でも, 2015年の売上高を中心に可視化を行う. 売上高 (�����

���	) のデータは, 以下のようなものである：

������������������������	�

ここで, 標本の大きさ (データの個数) は, �＝30764 である. このデータ

の数値的要約を表１に与える. この結果からデータは, 平均値 (mean) が

中央値 (median) よりも大きく右に位置することから, 右に歪んだ分布か
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3) 2018年４月に抽出されたデータセットを利用した. なお, このデータベースから抽出
されたデータの前処理やデータラングリングなどの詳細については地道 (2018-a) を
参照されたい.

表１ 売上高データの要約

sales2015

Min.: 1

1st Qu.: 11428

Median : 63479

Mean : 1221878

3rd Qu.: 362194

Max.: 482130000



らのデータであることがわかる4).

この結果をヒストグラムを描くことによって可視化し, 検証しよう.

図１より, データは右に ｢歪んだ｣ 分布から生成されていることがわかる.

Jimichi et al. (2018) でも指摘されているが, このような歪みを補正するため

の代表的な変換は対数をとることである (Tukey (1977), Mosteller and

Tukey (1977), Fox and Weisberg (2019) も参照のこと). 図２に対数スケー

ルで描き直したものを与える.

このプロット (図２) から, 売上高の対数 (���(��������	)) は, ｢正

規分布｣ で近似できそうであるけれども, 注意深くみると若干 ｢歪んだ分布｣

となっていることがわかる. 実際, 歪度を求めると, ������
������

�

��	
����	�となり, この結果 (歪度が負の値をもつこと) から左に歪ん
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図１ 売上高のヒストグラム：粗データ

4) 社会科学系の研究論文では, 数値的な要約を与える際に習慣として, 標本の大きさ
(size), 平均値 (mean), 標準偏差 (standard deviation), 最小値 (minimum), 最大
値 (maximum) を表示しているものがあるが, 非対称な分布からのデータである場
合に, これらの統計量では, その知見を得ることは難しいことに注意しよう.



でいることがわかる. ここで, ������
������������はデータ ����	���


の平均 ����
�������まわりの�次モーメントである.

Jimichi et al. (2018) では, この歪みに対応するために, 売上高の対数をとっ

たものに非対称分布 (skew-symetric distribution) を当てはめている. 具体

的には, 非対称正規分布 (skew-normal distribution) と非対称ティー分布

(skew-t distribution) を当てはめ, 赤池情報量規準 (AIC) を利用して, モ

デル選択を行い, 非対称ティー分布がデータに最も当てはまるという結果を

得ている.

そこで, 本稿では, 2018年に再度抽出したデータで, これらのことが再現

するかを確認するとともに, 対数変換を拡張した Box-Cox変換を利用した

場合との比較を行う.

� 対数変換データへの非対称分布の当てはめ

前節の可視化によって得られた知見, すなわち, 本稿で扱っているデータ
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図２ 売上高のヒストグラム：対数スケール



の対数をとったものが若干歪んだ分布構造をもつことをふまえて統計モデリ

ングを行う. (ここで行う統計モデリングは, 地道 (2017-a, b), Jimichi et al.

(2018) の結果をベースとしている.)

ここでは, 売上高の対数 (���(��������	)) の分布を, Azzalini (1985)

による非対称正規分布 (skew-normal distribution) と Azzalini and Capitanio

(2014) による非対称ティー分布 (skew-t distribution) を使ってモデリング

する. 記号として, 非対称正規分布を ����������, 非対称ティー分布を

������������と表す. ここで, �����は位置母数 (location parameter),

����
��は尺度母数 (scale parameter) に対応し, �����は傾斜母数

(slant parameter) または非対称母数 (skew parameter) と呼ばれる. また,

����
��は自由度 (degree of freedom) と呼ばれ, �は実数全体, �

�は正

の実数を表す記号である.

これらの分布における母数をデータから最尤法 (maximum likelihood

method) によって推定する5) と, まず非対称正規分布の母数の推定値は,

��������������	
���	�����	���

となり, ヒストグラムと統計モデル (������の母数を最尤推定値で置き換え

たもの) を重ね書きしたものが図３である. なお, 非対称正規分布の������

については, 付録 Bの�式を参照されたい.

次に非対称ティー分布に対しては,

�����������������	���	���
	�����	���

となり, ヒストグラムと統計モデルを重ね書きしたものが図４である. なお,

非対称ティー分布の������については, 付録 Bの�式を参照されたい.

これらのプロットの結果を比較すると, 図 3 (非対称正規分布) と図 4

(非対称ティー分布) の当てはまりの結果は優劣付けがたいことがわかる.

この点については, 後節で情報量規準によって選択する.
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5) 非対称分布によるデータ解析を行うために	
パッケージを利用している.
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図４ 売上高の対数 ���(��������	) のヒストグラムと
統計モデル���(���(��������	)|�����������)

図３ 売上高の対数 ���(��������	) のヒストグラムと
統計モデル���(���(��������	)|��������)



� Box-Cox 変換よる正規分布の当てはめ

Box and Cox (1964) は, 観測 �(＞0) の分布が非正規であり, 非対称で

ある場合に, 以下のような変換を提案し, 対称化し正規分布に近づけること

を考えた：

������

����

�
� ����

����������

�������	������


�

この変換は Box-Cox変換または, ベキ正規変換 (power normal transforma-

tion) と呼ばれる. Box-Cox変換の回帰分析への応用については, Carroll and

Ruppert (1988), Draper and Smith (1998) の第13章, または, Fox and

Weisberg (2019) の 3.4 節を参照されたい.

適当な�の値にして, この変換によって以下が仮定される：

����������	��；平均 ��分散 �	の正規分布� �

図５は, 前節で可視化された売上高のデータ (��������	) に対する

Box-Cox変換を �������
����������
���
�の値に対して行ったものに

対するボックスプロットである6). このプロットから, ���(対数変換) の

近辺でデータの分布構造が対称に近いものとなっていることがわかる.

Box-Cox変換����において, �は母数として扱われ, 変換母数 (transfor-

mation parameter) と呼ばれる. �を推定する方法としては, 最尤

(Maximum Likelihood : ML) 法がしばしば利用され, 対数尤度 (log-

likelihood) 関数を変換母数�に関して最大化することで達成される7). 付録

Cに Box-Cox変換に関する尤度解析についての簡単な説明を与えるので参

考にされたい. 図６は, 売上高のデータ (��������	) に基づいて計算さ

れた対数尤度関数を変換母数を変化させることによって描いたものである8).
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6) ���パッケージの�
���関数を利用して描画した.
7) より正確には, プロファイル対数尤度関数 (profile log-likelihood function) である.

付録 Cの�式を参照のこと.
8) ���パッケージの����関数を利用して描画した.



最尤推定の結果, 得られた推定値 (最尤推定値) は, ��������となる. こ

の推定値を使って変換された売上高データ

�����
� ��������

�� ��
���

���

��
���

���
���

��

	

�

�

������
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図６ 売上高データに基づく対数尤度関数のプロット：
左図：��������, 右図：�������������	�

図５ 売上高の Box-Cox 変換のボックスプロット：
��������	���
������	����の場合



のヒストグラムに, 正規分布 � ��������������� �の確率密度関数 (；統計モ

デル)

�������
� ��

�

��� ������
����

���������������

��������

���	��


������

を重ね書きしたものと, 正規 Q-Qプロットを図７に与える. ここで, 統計

モデルにおける母数の推定値は,

��������
�

	
�
	


��
�����


 � ���������
�

	
�
	


��
������


 ���������

で与えられる.

図７から, Box-Cox変換後のデータは正規分布で近似できそうであるが,

左裾のあたりで若干当てはまりが悪いことが分かる.

以上の可視化された結果 (図３, ４, ７参照) からは, 当てはまりの良さ

の比較を行うことが難しいため, 次節で赤池情報量規準を用いて数値的にモ

デル選択を行う.
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図７ Box-Cox 変換された売上高データのヒストグラム (統計モデル付き) と正
規Q-Qプロット



� 赤池情報量規準によるモデル選択

ここでは, 売上高の対数に対して, 正規分布, 非対称正規分布, 非対称ティー

分布を当てはめたときと, Box-Cox変換後に正規分布を当てはめたときの赤

池情報量規準9) AICを比較することによってモデル選択を行う. なお, Box-

Cox変換後に正規分布を当てはめた場合に関する AICの定義については,

付録 Cにおける注意１を参照のこと.

表２における dimはそれぞれのモデルの母数ベクトルの次元を表す. 非

対称ティー分布の場合の AICが最も小さく, このモデルがここで考察され

ている中で最も良いという結果が与えられた. よって, Box-Cox変換後のデー

タに正規分布を当てはめるよりも, 対数変換後に非対称ティー分布を当ては

める場合が良く, 地道 (2017-b), Jimichi et al. (2018) の結果を肯定する結

果となった.

ただし, Box-Cox変換後のデータに正規分布を当てはめた結果は, 変換母

数の推定値��を, (変換する前の) 売上高の粗データにもとづいたアルゴリ

ズムによって計算されたものとなっている (注意１参照) ので, このことに

結果が依存する可能性がある. 実際, Box-Cox変換は対数変換を含むように

拡張されているにも関わらず, 対数変換後に正規分布を当てはめた AICの

値よりも Box-Cox変換後に正規分布を当てはめた場合が ｢過大に評価｣ さ
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表２ 売上高の対数変換と Box-Cox 変換後のデータに
各種の分布を当てはめたときのAIC 値

モデル dim AIC

正規分布 (対数変換後) 2 146768

非対称正規分布 (対数変換後) 3 146533

非対称ティー分布 (対数変換後) 4 146461

正規分布 (Box-Cox変換後) 3 164335

9) 赤池情報量規準については, 例えば, Akaike (1973), Konishi and Kitagawa (2008) を
参照されたい.



れている感がある. この観点から, 売上高の粗データに対数正規分布, 対数

非対称正規分布, 対数非対称ティー分布, Box-Cox分布10) を当てはめた場合

の比較を表３に与える. なお, これらの AICの値は, 変換前と変換後の AIC

に関する関係式�, �, �, �を利用して求めている.

表３より, 対数正規分布よりも Box-Cox分布が当てはまりが良いという

｢直感｣ に従った結果が得られており, さらに, Box-Cox分布は, 対数非対

称正規分布よりも若干当てはまりが良いという結果が得られていることは興

味深い. さらに, 最も当てはまりが良いのは, (変換後の結果と同様に) 対

数非対称ティー分布であることもわかる.

� おわりに

本稿では, 売上高の対数に非対称分布を当てはめた結果と, Box-Cox変換

後に正規分布を当てはめた結果を可視化と AICを用いて比較検討すること

によってモデル選択を行った. 結果としては, 対数変換したものに非対称ティー

分布を当てはめたものが最も当てはまりが良いという結果となり, 地道

(2017-b), Jimichi et al. (2018) の結果が肯定されるものとなった. さらに,

変換前の売上高の粗データには, Box-Cox分布を当てはめた結果も悪くない

が, 対数非対称ティー分布を当てはめた場合が最も良い結果を与えることも

わかった.

地 道 正 行28

表３ 売上高のデータに各種の分布を当てはめ
たときのAIC 値

モデル dim AIC

対数正規分布 2 825645

対数非対称正規分布 3 825410

対数非対称ティー分布 4 825338

Box-Cox分布 3 825398

10) 標本�の Box-Cox変換����後の分布が正規分布になる場合に, 変換前の標本�の
分布を便宜上 ｢Box-Cox分布｣ と呼んでいる.



今後の課題としては, 地道 (2017-b), Jimichi et al. (2018) で考察されて

いる両対数モデルを当てはめた場合と, Box-Cox変換を応用した場合との比

較・検討をすることである. また, 注意１で言及した Box-Cox変換後のデー

タへの尤度法を適用する際の問題点を考察することや, Box-Cox変換後のデー

タにティー分布を当てはめることを考えることも興味深いテーマであろう.

最後に, 本稿の冒頭で述べた売上高の (中心) 位置をデータの平均値で推

定することの意味を考える. 平均値は

������������

で与えられ, この値は, 表１にあるように第３四分位点 (�	＝362193.75)

の値を大きく超えている. すなわち, 平均値は対象となる全企業の75％の企

業に対する売上高よりも遙かに大きくなり, 平均値をデータの中心位置とし

て考えること自体が理解に苦しむ結果となる. 統計学の基礎では, このよう

な右に歪んだデータの場合は, 中央値：

�
����	��

が中心位置としては適切であると指摘されており, その性質 (全体の50％の

位置にある値) から妥当な値となっているように思われる. しかしながら,

中央値は数学的な扱いが難しいこと11) が知られている. これらのことを折衷

する特性値として, 例えば, 売上高の対数に非対称ティー分布を当てはめた

ときの位置母数�の最尤推定値を, データの単位へもどすために, 対数関数

の逆関数 (指数関数) で変換した以下のものを考えることができる：

�����������	����

この値は, 中央値と近い値をとり, さらに最尤推定量の漸近的な性質 (漸近

正規性からその指数関数で変換したものは漸近的に対数正規分布に従うこと)

を援用することが可能であり, 統計的推測などの観点から扱いやすい. 以上

のことから, 歪んだ分布から生成されたデータの統計解析は, 単純なようで

難しい問題を数多くもつことがわかる. (筆者は関西学院大学商学部教授)

変換による財務データの統計解析 29

11) 例えば, 標本中央値の漸近的な挙動や, 相対的な効率の計算などを行うためには複雑
な計算が必要となることが知られている.
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付録

ここでは, 正規分布と対数正規分布, 非対称分布, Box-Cox変換に関する

尤度解析に関する事項, さらに Box-Cox変換をデータに当てはめることを

可視化する Webアプリケーションの作成について述べる. なお, 各分布で

扱われる母数ベクトルは, 本来であればそれぞれ別の記号を使う必要がある
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が, 煩雑になることを避けるために, 一部 (正規分布の場合) を除いて �

を利用していることに注意しよう.

付録A 正規分布と対数正規分布

A.1 正規分布

確率変数�が確率密度関数 (probability density function : ������)：

���������
�

�����
����

������

���

�		
		�

���
�

をもつとき, 確率変数�は正規分布 �������に従うと呼ばれ,

���������

と書かれる. ここで,

���� ���
����	���

は未知母数であり, �����������は母数ベクトル12) である.

A.2 対数正規分布

確率変数 �に対して, その対数 
�����が正規分布�������に従うと

き, �は対数正規分布 ��������に従うといわれる：

���������� ⇒
def.

⇒ 
�������������

対数正規分布の������は以下のように与えられる：

����������
�

����� �
����

�
���������

���

�		
		�

���
� ���

�
�

A.3 対数正規分布の対数尤度と正規分布の対数尤度の関係

対数正規分布と正規分布の������には以下の関係が成り立つ：

�������������
���������
�

�
�
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12) プライム ���は行列・ベクトルの転置を表す.



この関係を利用すると, 無作為標本 ���������が対数正規分布 ��������

に従うとき, その同時確率密度関数が,

�
�

���
������	�����

�

���
����������	���

�

��
�

となることがわかる.

さらに, この結果から, 対数正規分布に従う無作為標本 ���������に

もとづく対数尤度は,

	�����	�������
�

���
������	��������

�

���
����������	���

�

��

�	����	�����
�
�

���
����� �

となる. これは, 対数正規分布に従う無作為標本 ���������にもとづく

対数尤度 	�����	��と対数変換された無作為標本 �������������������

が正規分布に従う場合の対数尤度 	����	�������の間の関係を表している.

このことから,

�	

��

	�����	����	

��

	����	�����
�
�

���
����� �

が成り立つので, 結局, それぞれの最尤推定値 (ベクトル) は一致する：

����	���	

��

	�����	���	���	

��

	����	����� �

これらの結果から, 赤池情報量規準に関して以下のことが成り立つ：

������
�	������	���������

�
�	�����	��������
�

���
������������

�������������
�

���
����� �

ここで, ���������は, 母数ベクトル��の次元 (dimension) である.
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付録 B 非対称分布

B.1 非対称正規分布

非対称正規分布の定義は以下のように与えられる：

定義１ (非対称正規分布) 確率変数�が������

���������
�

�
�

���

�� �� �
���

�� ���	����
�
� �

をもつとき, 確率変数�は非対称正規分布 ����������に従うと呼ばれ,

������������

と書かれる. ここで,

�	�� �	�
�� �	�

は未知母数であり, ���������は母数ベクトルである. また,

��	��
�

�
�
��� �

	�

�� ����	���
	

�

������ �		��

は, それぞれ, 標準正規分布 ��	���の������と������(累積分布関数) で

ある. なお, ��������は直接母数 (direct parameters) と呼ばれる.

B.2 対数非対称正規分布

確率変数�に対して, その対数 
�����が非対称正規分布 ����������

に従うとき, �は対数非対称正規分布 	����������に従うといわれる.

��	���������� ⇒
def.

⇒ 
����������������

(Azzalini and Capitanio (2014) の p. 53を参照のこと.)

対数非対称正規分布の ������は以下のように与えられる：

�	��������
�

��
�


�������

�� �� �

�������

�� ���	�
�

�

B.3 対数非対称正規分布の対数尤度と非対称正規分布の対数尤度の関係

ここで扱う対数尤度の関係は, A.3 で考察した, 対数正規分布の対数尤度

地 道 正 行34



と正規分布の対数尤度の関係と同様の結果が, 対数非対称正規分布と非対称

正規分布の間にも成り立つことであり, ほぼ, 同様の議論展開であるが, 結

果をたどることにする.

まず, 対数非対称正規分布と非対称正規分布の������には以下の関係が成

り立つ：

�����������������������
�

�
�

この関係を利用すると, 無作為標本 ���������が対数非対称正規分布

�����������に従うとき, その同時確率密度関数が,

	
�

	��
������	����	

�

	��
���������	����

�

�	
�

となることがわかる.

さらに, この結果から, 対数非対称正規分布に従う無作為標本 ������

���にもとづく対数尤度は,


������������	
�

	��
������	�������	

�

	��
���������	����

�

�	

�
����������
�
�

	��
����	 �

となる. これは, 対数非対称正規分布に従う無作為標本 ���������にも

とづく対数尤度 
��������と対数変換された無作為標本 �����������

��������が非対称正規分布に従う場合の対数尤度 
������������の間の関

係を表している.

このことから,

�	

�


����������	

�


����������
�
�

	��
����	 �

が成り立つので, 結局, それぞれの最尤推定値 (ベクトル) は一致する：

���	���	

�


���������	���	

�


���������� �

これらの結果から, 赤池情報量規準に関して以下のことが成り立つ：
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�������
�

��

��������	�

�������
�������
�

��

���� �

B.4 非対称ティー分布

定義２ (非対称ティー分布) 確率変数�が������：

��	��	���
�

�
�


��	

�



���

 ��t �

��	

�


�

��	

� �
�

�

�



����
���
���


�� �����

�

をもつとき, 確率変数�は非対称ティー分布 �	�	������
�に従うと呼

ばれ,

���	�	������
�

と書かれる. ここで,

	��� ���
�� ���� 
��

�

は未知母数であり, ���	�����
��は母数ベクトルである.

�
��
��

�

�

� �
�




� ��
�

�
�


 �
�


�

�

� �
��
���


��
�
���
���

は, それぞれ, 自由度 
のティー分布の������と������である. なお, �	�

�����
�は直接母数と呼ばれる.

B.5 対数非対称ティー分布

確率変数�に対して, その対数 
�����が非対称ティー分布 �	�	����

��
�に従うとき, �は対数非対称ティー分布 ��	�	������
�に従うと

いわれる.
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��������������� ⇒
def.

⇒ �������������������

対数非対称ティー分布の������は以下のように与えられる：

����������
�

��
�	

��������

�

�	
	

�� �		

 �
��������

�

���

��������

�� �
�

��
�

�	
				
			
	


���� ��

���
�

�

B.6 対数非対称ティー分布の対数尤度と非対称ティー分布の対数尤度の関

係

ここで扱う対数尤度の関係も, A.3 で考察した, 対数正規分布の対数尤度

と正規分布の対数尤度の関係と同様の結果が, 対数非対称ティー分布と非対

称ティー分布の間にも成り立つことであり, ほぼ, 同様の議論展開であるが,

結果をたどることにする.

対数非対称ティー分布と非対称ティー分布の������には以下の関係が成り

立つ：

�����������������������
�

�
�

この関係を利用すると, 無作為標本 �������
�が対数非対称ティー分布

�������������に従うとき, その同時確率密度関数が,

�



���
������������




���
��������������

�

��
�

となることがわかる.

さらに, この結果から, 対数非対称ティー分布に従う無作為標本 ������

�
�にもとづく対数尤度は,

��������������



���
���������������




���
��������������

�

��
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��������������
�

���
����� �

となる. これは, 対数非対称ティー分布に従う無作為標本 ����	���
に

もとづく対数尤度 ���������と対数変換された無作為標本 ���������	�

�������
が非対称ティー分布に従う場合の対数尤度. �������������の間

の関係を表すことに注意しよう

このことから,

��	
�

������������	
�

�������������
�

���
����� �

が成り立つので, 結局, それぞれの最尤推定値 (ベクトル) は一致する：

����
���	
�

�����������
���	
�

����������� �

これらの結果から, 赤池情報量規準に関して以下のことが成り立つ：

�������������������������

������������������
�

���
�����������

��������������
�

���
����� �

付録C Box-Cox 変換に関する尤度解析

ここでは, Box-Cox変換に関する尤度解析について述べる. 詳細について

は, Box and Cox (1964) を参照されたい.

まず, 無作為標本 ����	���
について, ����
� ����

������～
i.i.d.

����	���

����	��が成り立つとき, その同時確率密度関数は,


�

���

���������

�

���

������

� ���������
� �

で与えられる. ここで, ������
���������	�����であり, この結果から,

無作為標本 ����	���
にもとづく対数尤度は,
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�����
� �
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�	� �������
�

���
�����

�������������������
�

���
����� �

で与えられる. ここで,

��������������
�

�
������	����

�

���

�����
� �
��

�	� �������� �

は, Box-Cox変換後の無作為標本 �����
� �������

� �にもとづく対数尤度関数

である.

通常の最尤推定法は, 対数尤度�を母数ベクトル�で偏微分したものを�

とおくことによって得られる方程式 (尤度方程式)

�������

��
�� �

を, �に関して解くことによって与えられる. しかしながら, この場合尤度

方程式の計算が複雑になる13) ことから, 以下のような方法によって行われる.

まず, 変換母数�が与えられたものと考え, �式の Box-Cox変換後の無

作為標本 �����
� �������

� �にもとづく対数尤度関数に関する尤度方程式

�������

���

�

������

�


������

�	�

��
���
���
���

��
���
���
���

�
�

�

��
���

��
���

�

を考える. ここで, 母数
に関する方程式は,

������

�

��

�

	��
�

���
�����

� �
��� �

より,
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�
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�

���
����

� ������� �

という解が得られる. これを, �が適当に固定されたものとでの�の最尤推

定値と考える. なお, �����は, 変換母数�に依存するので, 厳密には推定

値ではないことに注意されたい. また, 母数��に関する方程式は,
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より,
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が得られる. 上式に�式を代入したものを
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とおき, �が適当に固定されたものとで��の最尤推定値と考える.

以上の計算によって得られた推定値�, �から, ��に対する最尤推定値

のベクトルは,
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によって与えられる.

さらに, このベクトルを使って, 変換母数�以外の母数ベクトル�の推

定ベクトル
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を構成し, これを対数尤度方程式�に代入することによって得られる以下の

式をプロファイル対数尤度方程式と呼ぶ：
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ここで, 定数 
�����������	���	�は�に依存していないため, 実際の

数値計算を行うときには無視されることがある.

変換母数�の推定は, プロファイル対数尤度�を適当に選択された�の

値 (メッシュ) に対してプロットすることによって最大値を与える値 (�	と

おく) を探すことによって行われる. さらに, ����の推定値は, �	を�,

�式に代入することによって得られ, 母数ベクトル �に対する最尤推定値

ベクトルは以下のように与えられる：
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赤池情報量規準については,
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となる. ここで, �����であることに注意しよう.

注意１ここまでの議論は, 無作為標本 ���������の分布にもとづく最尤

推定を考えてきたが, Box-Cox変換後の無作為標本 �����
� �������

� �にもと

づく対数尤度は,

������������������������
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で与えられる (�式参照). よって, 本来であれば, Box-Cox変換後の標本

�����
� �������

� �にもとづく対数尤度 �����を母数ベクトル ���������	


に関して最大化する方法によって推定値ベクトルを得る方法が良いと考えら

れが, 尤度方程式が複雑となり, 初期値の取り方によっては収束しない等の

問題がある.

このことから, 無作為標本 ���������にもとづいて�式で推定された

��を利用した場合の, 無作為標本 �����
� �������

� �の情報量規準���は以下

の式で計算する方法が考えられる：
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なお, 変換される前の無作為標本にもとづく赤池情報量規準�との関係は以

下のように与えられる：

����������������	����	����	
������	����
�

���
����

���������	������	����
�

���
���� �

付録D Box-Cox 変換の可視化のためのWeb アプリケーション

の作成

Box-Cox変換をデータに対して行う際に, 変換母数�を変化させるにつれ

て分布の形状がどのように変化するかをインタラクティブに可視化すること

ができれば, どのような母数の値が正規分布に近いかを視認しながら確かめ

ることが可能となる. ここでは, ����	
�社14) が開発している��
�15) を利
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14) �����������	
�����	����

15) ��
�は�を用いて簡単にWebアプリケーションをつくるための環境である. �パッ
ケージ ��
�として配布されている. 詳しくは, �����������	
�����	����

�
������������を参照されたい. なお, 梅津, 中野 (2018) も丁寧な説明があ
るので参照されたい.



用することによって, インタラクティブ性をもつ Webアプリケーションを

作成する. 以下にその手順を与える：

(S1) リスト１で与えられるスクリプトを���ファイル����	
�������

�������16) として保存

(S2) �������17) で����	
��������������ファイルを開く (図８)

(S3)

▲

�
����
���� ボタンをクリック

以上の手順によって, レンダリングが行われ, インタラクティブ機能をもつ

専用のウィンドウが開く (図９).
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Listing 1 インタラクティブ・グラフィックスを作成するための���ファイル：
��������� �!"#$"#%���

& '''

( ���)�*+����	�����｣｣���'���｣｣,�-
�)�.�����+

/ 	
�����*-0��1

2 �
�3
�*0��)4���
����

5 '''

6 7778	-��
39���)
��:;<=>?@

A B���	**�3�-4�0
�BC-��D��0�:E�F?G

H 777

I

&J 7778	��0�:;<=>?@

&& K�	�K��L'	�����>D+��M��MJ����>��MK�	�K���(J&H�K	����	�-+G

&( ��)����-DK�	�K��GL'�D+K�	�+9+K�	���+9+1��	+9+����0+9+��
��	1+9+>�������+9+

>�������+9+-�)�-+9+��3)�1��-+9+�--��-�����)+G

&/ 	�N
�	�D�3)1	G

&2 	�N
�	�DOO3)��(G

&5 K�	�K��(J&5L'K�	�K��PQP

&6 K�)��	D1��	::(J&59-�)�-QJ9��3)�1��-QJ9�--��-�����)QJ9����0::&(G

&A 777

&H

&I RRRS�-��O	�����T'T3)��U1���'���E	�-K�	���>�)�-����

(J 7778	0�-��O	��9��0�:;<=>?@

(& ��3
�V���)D

(( -�)�����3
�D+�4U	��B-+9)�U�):+W
�U�	｣｣�K｣｣U��-*+9

(/ �0����-:�D&J9(J9/J92J95JG9-�)�����:(JG9

(2 -�)�����3
�D+1��	+9)�U�):+1��	*+9

(5 �0����-:-�ND&IH59(J&6G9-�)�����:(J&5G9

(6 -)���	��3
�D+)��U��+9)�U�):+)��U��*+9

16) ���(�	
�����) ファイルは Markdown言語に�のコードを埋め込むことを可能
にしたものである.

17) �������は, �������社で開発されている�の統合開発環境 (Integrated Development

Environment : IDE) である. 以下の URLを参照のこと：0��3-*MMXXX�	-�
����
���M3	��
��-M	-�
���M



さらに, 専用ウィンドウ (図９) の ��������	
���ボタンをクリッ

クすることによって, Webブラウザが開き, インタラクティブ性をもつグ

ラフィックスを表示することができる. このことは, Box-Cox変換を売上高

のデータに対して, ダイナミックに当てはめ, その結果をリアルタイムに可

視化するためのWebアプリケーションが作成されたことを表している.
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図８ �������: ソースコードペイン上で���ファイル (����	
�����������
���) を開いたところ

図９ 専用ウィンドウ：インタラクティブ付き
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図10 売上高データの Box-Cox 変換に関するWeb アプリケーション：ヒストグ
ラムの階級数 (�������	�
��) と年 (���) をドロップダウンメニュー
から選択でき, 変換母数λ (������) はスライダーバーを調整すること
によって選ぶことができる. これらの選択された値に対するヒストグラム
(統計モデル付き) と正規 Q-Q プロットがダイナミックに描画される. ま
た, 変換後のデータに対する歪度 (��������) と尖度 (������
�) の
値も表で与えられている.


