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概要

本研究では、離散凸解析の分野に現れる、離散凸関数の最小化問題を取り上げ、その効率的

な解法を考察する。関数の最小化問題とは、関数と制約条件が与えられたときに、関数値を最

も小さくする変数の値を求める問題である。最小化の対象となる関数は、連続変数の関数だけ

でなく、離散変数の関数の場合もある。特に離散変数の関数については、ある望ましい “凸性”

を持つクラス「離散凸関数」に対して、既に変数の次元数に関する多項式時間アルゴリズムが

考案されている。本研究は、この離散凸関数の最小化問題に対して、より効率的な解法を提案

する。その基本的なアイデアは、与えられた離散凸関数が連続変数上に拡張できることを前提

として、まず連続変数上の最小化問題を解き、次にその解をもとにして離散変数上の最小化問

題を解く、というものである。この手法の効率性は、連続変数上の解と離散変数上の解の距離

に左右されるが、本研究では、これら 2つの解が近くにあることを示し、提案手法が高速であ

ることを理論的に明らかにした。また実際に計算実験を行い、現実的な規模の問題で提案手法

が従来手法よりも約 10倍高速に動作することを確かめた。そして、提案手法を含めた離散凸

関数最小化アルゴリズムを実装して公開し、関連する研究の利便性を高めた。
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1

第 1章

序論

1.1 問題設定と研究の成果

非線形最小化問題の分野では、大規模な多変数凸関数の最小化問題の解が数値的に求められ

ることからわかるように、凸性が望ましい性質であると考えられている。離散変数の関数につ

いても同様の性質が模索されてきた。1980年代には劣モジュラ性と凸性の関係が明らかにな

り、1990年代後半には L凸とM凸という 2種類の離散凸性が提唱され、これにより離散凸解

析の分野が確立した [62]。

L 凸関数の概念は、劣モジュラ集合関数の Lovász 拡張 (Lovász extension) [46] を一般化

したものである。一方、M凸関数の概念は、Dress–Wenzelによる付値マトロイド (valuated

matroid) [12]を一般化したものとして生まれた。L凸関数とM凸関数は、このようにそれぞ

れ異なる概念の自然な拡張であるが、Legendre変換によって互いに移り合うという共役性を

持ち、離散凸解析の分野において対となって中心的な役割を果たす。L凸関数とM凸関数は、

それぞれ離散分離定理や最大・最小定理など、凸関数としての望ましい性質を持つ。そして 2

つの離散凸性は、非線形組合せ最適化問題のあるクラスに対して有用な枠組みを与える。すな

わち、局所最適性によって大域最適性が得られること、最適化問題が降下法や貪欲法のような

局所的探索法によって効率的に求解できることを保証する。具体的には、離散凸関数最小化問

題に対する最急降下法が擬多項式時間アルゴリズムであること、さらにスケーリング技法を用

いることで多項式時間アルゴリズムに高速化できることが知られている [52, 62, 88, 91]。

離散凸性は、身近な場面でも目にすることができる。例えば、電気回路における、電流源を

つないだときの消費電力を表す関数がM凸関数に対応し、電圧源をつないだときの消費電力

を表す関数が L凸関数に対応する [59, 82]。在庫管理理論と離散凸関数とのかかわりは深く、

在庫管理における様々な問題設定において、L凸性と等価なマルチモジュラ性が重要な役割を

果たす [3, 27]。他にも、離散凸性の応用は理論経済学の不可分財市場の分析 [78]や, 混合多項

式行列によるシステム解析 [59]などでも見られる。

また、離散凸性を次のようにとらえることもできる。世の中の様々な場面に現れる離散最適

化問題の中には、効率的に解くことのできる、良い性質をもつものがある。このような問題に

共通する、良い性質の本質を取り出して抽象化したものが離散凸解析の離散凸性である。それ
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と同時に離散凸性を利用した効率的な最適化アルゴリズムが開発されている。このことから、

ある離散最適化問題が離散凸性をもつならば、汎用のアルゴリズムによって最適化できること

がわかる。もちろん、問題固有の強い性質を利用すれば、さらに高速なアルゴリズムを開発で

きる余地はあるが、固有の性質に深く立ち入らずとも、統一的な性質だけで効率的に最適化で

きるのが離散凸解析の利点である。また、個々の問題の性質を利用した専用のアルゴリズムと

して知られているものが、離散凸解析の観点から考察すると、離散凸関数最小化問題における

汎用のアルゴリズムの特殊例として説明できる場合がある。例えば、最小木問題におけるクラ

スカル法は、M 凸関数最小化アルゴリズムの特殊例とみることができる [75]。同様に、最短

路問題におけるダイクストラ法は、L 凸関数最小化アルゴリズムの特殊例とみることができ

る [76]。

このように、離散凸解析の分野においては、離散関数の幅広い問題クラスに共通して存在す

る望ましい性質を取り上げ、抽象化して美しい理論を構築することに成功していると言える

が、一方では、理論的に扱いやすい性質ばかりが注目されがちだという問題がある。離散凸解

析の汎用アルゴリズムと関係の深いアルゴリズムは基礎的あるいは古典的なものが多く、この

ようなアルゴリズムの性質を統一的に説明できることは確かに興味深いが、離散凸解析の実用

面での貢献は必ずしも大きくない。近似解法や発見的解法のようなアプローチをとって、実際

的な問題を実用上高速に解こうとする研究は少ない傾向にあると言える。

そこで本論文では、離散凸解析の分野で、より現実的なアプローチを行うことを狙い、周辺

分野でも用いられる連続緩和手法を、広い問題クラスに対して統一的に適用することを試み

る。連続緩和手法は、例えば数理計画法の分野では，整数計画問題を解く場合に、線形計画問

題に緩和した問題から最適解の上界あるいは下界を得るというような形で用いられ、一定の成

果を上げている。しかしながら、この手法を一般の離散最適化問題に適用しようとすると、次

のような困難が予想される。離散変数の問題と連続変数の問題の関係は、単純な関係にあるわ

けではなく、いつでも連続緩和が行えて緩和問題が得られるというわけではない。そして緩和

問題が得られ、緩和問題の解（緩和解）が得られたとしても、元の離散最適化問題との関係性

がいつも保たれるわけではなく、2つの最適化問題の解が遠く離れる例もある。整数計画問題

の場合には、求めたい最適解が緩和解からすぐに構成できるわけではなく、緩和解から求めら

れる上下界値を利用して、次の手順である切除平面法や分枝限定法での探索を効率化するなど

の工夫がなされている。このように、連続緩和手法は理論的に深い考察に基づいて開発されて

いる [10, 16, 32, 40, 42, 43, 86]。

本論文では、離散凸解析の離散変数の関数と連続変数の関数の関係について論じ、離散最適

化問題に連続緩和手法を適用する。対象の問題クラスとしては、離散凸解析の離散 L凸/M凸

関数最小化問題とする。連続緩和手法の手順としては、連続変数に緩和した凸関数最小化問題

を解き、得られた緩和解を整数に丸め、離散変数の降下法の初期解として用いることを考え

る。問題例によっては、この連続緩和手法が効率的に働くことは十分に予想されることではあ

るが、効率的に働く問題例の条件や緩和手法の具体的な手順を明らかにするために、次の 3つ

の条件を検討する必要がある。第 1の条件は、与えられた離散最適化問題から、緩和問題であ

る連続最適化問題が生成できること、第 2の条件は、生成した連続最適化問題が、元の問題に
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比べて十分に効率的に解くことができること、第 3の条件は、2つの最適化問題の解の距離が

十分に近いことである。一般の離散最適化問題ではこれらの 3つの条件が満たされるわけでは

ないが、本論文で対象とする離散凸解析の離散 L凸/M凸関数最小化問題については、次のよ

うになる。まず第 1の条件について、離散変数の関数の L凸性とM凸性の概念は、連続変数

の関数にも拡張されており [70, 73]、緩和問題の存在が明らかにされている。ただし、その生

成方法はそれほど明らかではない。次に第 2 の条件について、緩和問題である連続変数の L

凸/M凸関数最小化問題は、通常の凸関数の最小化問題の特殊例にあたるので、連続最適化分

野の成果により、大規模であっても現実的な時間で数値的な解を求めることができる [21, 93]。

最後の第 3の条件について、離散 L凸/M凸関数最小化問題の解と、その緩和問題の解の関係

は、既存研究からは明らかではない。このような 3つの条件の状況から、緩和解が元の問題の

解に十分に近いことを示せれば、連続緩和手法の有用性を明らかにできることがわかる。

本論文の 1つめの成果は、離散 L凸/M凸関数最小化問題の解とその緩和問題の解との距離

に関する近接定理の証明を与えることである。この近接定理は、2つの解の距離が十分に近い

ことを示すものであり、離散 L凸/M凸関数最小化問題に対するはじめての連続緩和の近接定

理である。これより、提案する離散 L凸/M凸関数最小化問題に対する連続緩和手法のアルゴ

リズムが、実用上だけでなく理論的にも高速であることが明らかになる。そして、提案する連

続緩和法をM凸関数最小化問題の特殊例である資源配分問題に適用し、先行研究による連続

緩和手法と提案手法との計算量の比較を行う。その結果、提案手法が既知の最良の結果と同じ

計算量を達成し、また限定された問題クラスでは計算量を改善する場合があることを示す。

本論文のもう 1 つの成果は、離散凸解析の最適化ソルバを開発し、オープンソースソフト

ウェアとして公開したことである。最適化の他の分野に目を向けると、例えば線形計画問題

に対しては、商用の ILOG CPLEX*1, Gurobi Optimizer*2, 非商用の GLPK (GNU Linear

Programming Kit), lp solveをはじめとする数々のソルバが開発されている。また、半正定値

計画問題に対しても、SDPAや SeDuMiといったソルバが公開されている。このようなソフ

トウェアを用いることで、問題の性質や求解のアルゴリズムの詳細を理解していない人でも、

実問題を効率的に解くことができる。離散凸解析の分野についても、理論的な成果が応用分野

に浸透するためには、同様のソフトウェアが必要であると考えられるが、これまで公開されて

いなかった。そこで本論文では、離散凸最適化ソルバを開発してWeb上に公開した。このソ

ルバは、C 言語によって記述されており、離散凸関数最小化アルゴリズムの複数の実装を含

む。中でも、提案する連続緩和法の実装は、素朴なアルゴリズムに比べて約 10倍の規模の問

題まで解くことのできる、性能の高いものである。同時に、実際上の問題を扱ったデモンスト

レーションソフトウェアも公開し、Web上から簡単に動作を観察することができる。配布す

るソフトウェアには、他の研究者の開発されたソフトウェアを含めているが、ライセンスには

注意を払い、そのまま配布することはもちろん、利用者が改変再配布することもできるように

調整した。これらにより、関連分野の研究者が離散凸解析関連の研究や応用事例研究が行う際

*1 http://www-01.ibm.com/software/commerce/optimization/cplex-optimizer/

*2 http://www.octobersky.jp/products/gurobi/
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や、実務家が離散凸関数の現れる実問題を解く際の助けとなる。

1.2 本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである．

2章では離散凸解析の基礎事項をまとめる．L凸関数とM凸関数の定義を示し、この 2つ

の離散凸関数に対応する離散凸集合を説明し、離散凸関数の例を挙げる。そして、2つの離散

凸性を連続変数の関数に拡張して得られる性質を述べる。

3章では，L凸関数最小化問題を取り上げる。既存のアルゴリズムについて述べ、連続緩和

手法を提案する。提案手法の効率性の裏付けとなる近接定理を証明し、計算実験を行い従来手

法よりも高速であることを示す。

4章では，M凸関数最小化問題を取り上げる。3章と同様に、既存のアルゴリズムについて

述べ、連続緩和手法を提案する。近接定理の証明と計算実験による速度比較も同様に行い、従

来手法より改善されていることを示す。そして、M 凸関数最小化問題の特殊例である資源配

分問題について、問題固有の特性を利用しながら、提案する連続緩和手法を適用し、計算量を

解析する。特定の問題クラスで先行研究の連続緩和手法とほぼ同じ計算量を達成し、またいく

つかの問題クラスでは先行手法の計算量より改善されていることを述べる。

5章においては、開発した離散凸最適化ソルバソフトウェアについて述べる。ソルバによっ

て最小化することのできる離散凸関数の種類と、実装したアルゴリズムを説明する。また、最

小化ルーチンを利用したデモンストレーションソフトウェアの公開や、在庫管理問題への応用

についても述べる。

6章では、結論と今後の課題を述べる．
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第 2章

離散凸解析の基礎

2.1 用語・記号

この節では、本論文で用いる記号や用語を説明する。

2.1.1 記号

まず記号の定義を行う。nを 2以上の正の整数とし，N = {1, 2, . . . , n}とする．Rは実数
の集合を、R+ は非負の実数の集合を表す。同様に，Zは整数の集合を，Z+ は非負の整数の

集合を表す。

ベクトル x ∈ Rn の第 i成分を x(i)と表す。すなわち

x = (x(1), x(2), . . . , x(n))

である。あるいは、ベクトル xの第 i成分を xi と表す場合もある。すなわち

x = (x1, x2, . . . , xn)

である。ベクトル xの ℓ∞-ノルム ∥x∥∞ と ℓ1-ノルム ∥x∥1 を

∥x∥∞ = max
i∈N

|x(i)|,

∥x∥1 =
∑
i∈N

|x(i)|

と定義する．ベクトル 1とベクトル 0を

1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn,

0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Rn

と定義する．

ベクトル x,y ∈ Rn に対する等式や不等式は，成分ごとの等式や不等式を意味する．例え

ば，x ≤ y はすべての i ∈ N に対して x(i) ≤ y(i)であることを表す．
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ベクトル x ∈ Rn と実数 k ∈ Rに対して、kxは xを成分ごとに k 倍したベクトルを表し、
x
k は xを成分ごとに 1/k 倍したベクトルを表す。したがって

kx = (kx(1), kx(2), . . . , kx(n)),

x

k
=

(
x(1)

k
,
x(2)

k
, . . . ,

x(n)

k

)
である．

ベクトル x ∈ Rn に対して、⌈x⌉ ∈ Zn は xを成分ごとに切り上げによって整数に丸めたベ

クトルを表し、⌊x⌋ ∈ Zn は xを成分ごとに切り捨てによって整数に丸めたベクトルを表す。

したがって

⌈x⌉ = (⌈x(1)⌉, ⌈x(2)⌉, . . . , ⌈x(n)⌉),
⌊x⌋ = (⌊x(1)⌋, ⌊x(2)⌋, . . . , ⌊x(n)⌋)

である．

ベクトル x,y ∈ Rn に対して, x ∨ y は成分ごとに xと y の最大値をとって得られるベクト
ルを表し、x∧yは成分ごとに xと yの最小値をとって得られるベクトルを表す。したがって

x ∨ y = (max{x(1), y(1)},max{x(2), y(2)}, . . . ,max{x(n), y(n)}) ,
x ∧ y = (min{x(1), y(1)},min{x(2), y(2)}, . . . ,min{x(n), y(n)})

である．

ベクトル ℓ,u ∈ Rn に対して、区間 [ℓ,u]R は ℓ以上 u以下なるベクトルの集合を表す。し

たがって
[ℓ,u]R = {x ∈ Rn | ℓ ≤ x ≤ u}

である。同様に、ベクトル ℓ,u ∈ Zn に対して、整数区間 [ℓ,u]Z は ℓ以上 u以下なる整数ベ

クトルの集合を表す。したがって

[ℓ,u]Z = {x ∈ Zn | ℓ ≤ x ≤ u}

である。

ベクトル x ∈ Rn と部分集合 Y ⊆ N に対して，

x(Y ) =
∑
i∈Y

x(i)

とする．すなわち x(Y )は Y に対応する成分の和を表す。

ベクトル x ∈ Rn の正の台 supp+(x) ⊆ N と負の台 supp−(x) ⊆ N を、それぞれ

supp+(x) = {i ∈ N | x(i) > 0},
supp−(x) = {i ∈ N | x(i) < 0}

で表される集合であると定義する．
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整数（番号）i ∈ N に対して、第 i単位ベクトル χi ∈ Rn とは、各 j ∈ N について

χi(j) =

{
1 (j = iのとき)

0 (それ以外のとき)

なるベクトルである．また i = 0に対応する場合として、

χ0 = 0

と定義する。

部分集合 Y ⊆ N に対して、Y の特性ベクトル χY ∈ Rn とは、各 j ∈ N について

χY (j) =

{
1 (j ∈ Y のとき)

0 (それ以外のとき)

なるベクトルである。このとき、
χY =

∑
i∈Y

χi

が成り立つ。

ベクトル xに対して、転置したベクトルを x⊤ で表す。したがって、xが行ベクトルのとき

x⊤ は列ベクトルであり、

x⊤ =


x1
x2
...
xn

 (2.1)

である。

ベクトル x,y ∈ Rn に対して，その内積を ⟨x,y⟩ で表す．すなわち

⟨x,y⟩ =
n∑

i=1

xiyi (2.2)

である．

2.1.2 凸関数

次に凸集合と凸関数に関する用語の定義を行う。

Rn の部分集合 S が凸集合であるというのは、任意の 2点 x,y ∈ S に対して、xと y を結

ぶ線分が S に含まれるときであると定義する。

Rn の空でない任意の部分集合 S に対して、S の閉凸包とは S を含む最小の閉凸集合のこと

である。S の閉凸包は一意に定まり、それを S と表す。閉凸包の厳密な定義は以下の通りで

ある。S を含む閉凸集合（閉かつ凸である集合）の全体を C とする、すなわち C = {X | X は
閉凸集合，X ⊇ S}とする．このとき

X,Y ∈ C =⇒ X ∩ Y ∈ C
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が成り立つ。すべての X ∈ C の共通部分

A =
∩

{X | X ∈ C}

を考えると、Aは閉集合であり、かつ凸集合である。したがって、A ∈ C であり、Aは集合 C
の包含関係に関して最小な元である。これを S の閉凸包という．

F : Rn → R ∪ {+∞} を連続変数の関数とする．F (x) が有限値をとる点 x ∈ Rn の集合

を F の実効定義域と呼ぶ。また F の最小値を与える点 xの集合を最小化集合と呼ぶ。グラフ

y = F (x)の上側にある点すべてからなる集合をエピグラフと呼ぶ。すなわち、F の実効定義

域 domR F、最小化集合 argminR F、エピグラフ epiF は，それぞれ

domR F = {x ∈ Rn | F (x) < +∞},
argminR F = {x ∈ Rn | F (x) ≤ F (y) (∀y ∈ Rn)},

epiF = {(x, α) ∈ Rn × R | α ≥ F (x)}

と定義される。

関数 F が凸であるというのは、任意の x,y ∈ domR F、および 0 ≤ t ≤ 1なる任意の実数 t

に対して、F が
tF (x) + (1− t)F (y) ≥ F (tx+ (1− t)y)

を満たすときであると定義される。関数 F が凸であることと、そのエピグラフ epiF が凸集

合であることは同値である。連続変数の凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞}は，domR F ̸= ∅であ
るときに真 (proper)であるといい，epiF が閉集合であるときに F は閉 (closed)であると

いう． 閉真凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞}について，domR F が有界であれば argminR F ̸= ∅
である。

関数 F が点 x ∈ Rn の付近で微分可能であれば，勾配

∇F (x) =
(
∂F

∂x1
,
∂F

∂x2
, . . . ,

∂F

∂xn

)
が定義できる。この勾配を計算すれば極小点であるかどうかの判定ができる．つまり、任意の

方向ベクトル d ∈ Rn (∥d∥1 = 1)と十分小さい正実数 α > 0に対して，近似式

F (x+ αd) ≈ F (x) + α⟨∇F (x),d⟩

が成り立つので、F がすべての点 x ∈ Rn で微分可能な凸関数のときには，点 xが極小点で

あることと，任意の dに対して
⟨∇F (x),d⟩ = 0

となることは同値である。また，これは

∇F (x) = 0

とも同値である．
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凸関数 F は一般には微分可能とは限らないが，F が微分可能でない場合でも，xが domR F

の内点ならば、方向微分

F ′(x;d) = lim
α↘0

F (x+ αd)− F (x)

α
(2.3)

が存在する．ただし、α ↘ 0は αが正の側から 0に近づくことを表す．点 xが極小点である

ための条件を方向微分を用いて表すと、

xは F の極小点 ⇐⇒ 任意の dに対して F ′(x;d) ≥ 0 (2.4)

となる．しかしながら，この条件を計算によって確かめるには、無限個の方向 dについて調べ

る必要がある。

2.1.3 離散凸関数

離散変数の関数 f : Zn → R ∪ {+∞}についても、同様に実効定義域 domZ f と最小化集合

argminZ f を考えることができ，それぞれ

domZ f = {x ∈ Zn | f(x) < +∞},
argminZ f = {x ∈ Zn | f(x) ≤ f(y) (∀y ∈ Zn)}

と定義される。なお、離散関数は離散点上でのみ定義されるので、連続関数のエピグラフに対

応するものを考えることは不自然である。

離散変数の関数 f : Zn → R ∪ {+∞} が凸拡張可能 (convex extensible)というのは，ある

連続変数の凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞}が存在して、

F (x) = f(x) (∀x ∈ Zn) (2.5)

を満たすときであると定義される。

離散凸解析では離散変数の L凸関数とM凸関数が重要な役割を担う。この 2つの関数の定

義は後に述べるが、関数クラスの包含関係は図 2.1（左）のようになっている。L凸関数とM

凸関数はともに凸拡張可能であるが、共通部分を持たない。

離散変数の L凸関数とM凸関数の概念を、連続変数の関数に拡張することもできる。した

がって、連続変数の L凸関数と連続変数のM凸関数を考えることができる。この 2つの関数

の定義も後に述べるが、関数クラスの包含関係は図 2.1（右）のようになっている。連続変数

の L凸関数とM凸関数はともに凸関数であるが、共通部分を持たない。

離散変数の L凸関数とM凸関数について、概念をより一般化した関数クラスがそれぞれ L♮

凸関数とM♮ 凸関数である。なお、L♮ は「エル・ナチュラル」、M♮ は「エム・ナチュラル」と

読む。図 2.1（左）のように、L♮ 凸関数とM♮ 凸関数はそれぞれ L凸関数とM凸関数を包含

する。2つの関数の共通部分、すなわち L♮ 凸関数でもM♮ 凸関数でもある関数は、分離凸関

数と呼ばれる、1変数の凸関数の和で表される関数である。連続変数の場合も、図 2.1（右）の

ように、L♮ 凸関数とM♮ 凸関数、そして分離凸関数の関係は同様である。
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凸拡張可能

L♮ 凸 M♮ 凸

離散関数 (f : Z
n → R ∪ {+∞})

L凸 M凸

分
離
凸

凸関数

L♮ 凸 M♮ 凸

連続変数の関数 (F : R
n → R ∪ {+∞})

L凸 M凸

分
離
凸

図 2.1. 離散凸関数（左）と凸関数（右）のクラスの包含関係

表 2.1. 用語の使い方

離散変数 連続変数

g : Zn → R ∪ {+∞} G : Rn → R ∪ {+∞}

L凸関数 (広義)
L♮ 凸関数 離散 L♮ 凸関数 連続 L♮ 凸関数

L凸関数 離散 L凸関数 連続 L凸関数

離散変数 連続変数

f : Zn → R ∪ {+∞} F : Rn → R ∪ {+∞}

M凸関数 (広義)
M♮ 凸関数 離散M♮ 凸関数 連続M♮ 凸関数

M凸関数 離散M凸関数 連続M凸関数

本論文中では、L凸関数の場合には、関数名に g,Gを、変数名に p, q を用いることが多い。

同様に、M凸関数の場合には、関数名に f, F を、変数名に x,y を用いることが多い。また、

大文字の関数名は連続変数の場合に用いることが多い。

L♮ 凸関数は L凸関数を一般化した概念ではあるが、本質的には L凸関数と等価であるので、

本論文では「L凸関数」という用語を「L♮ 凸関数」の意味を含めて用いることがある。しかし

「L♮ 凸関数」という用語は「L凸関数」の意味を含むことはない。「M凸関数」と「M♮ 凸関数」

の関係も同様である（表 2.1参照）。

「L凸関数」という用語で、離散変数と連続変数のどちらの L凸関数を指すのかは文脈によ

るが、多くの場合は離散変数である。とくに離散変数であることを明示したい場合には「離散

L凸関数」と表記する。連続変数の場合には「連続 L凸関数」と表記することもあるが、連続

関数（関数値の連続）と紛らわしいので頻度は少ない。「L♮ 凸関数」「M凸関数」「M♮ 凸関数」

についてもそれぞれ同様である（表 2.1参照）。
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2.2 L凸関数

ここでは L♮ 凸関数と L凸関数の定義と基本的な性質について述べる [17, 58, 65, 66, 75]。

2.2.1 L♮ 凸関数

L♮ 凸関数の等価な定義はいくつかあるが、まず離散中点凸性を用いたものについて述べる。

連続変数の関数 G : Rn → R ∪ {+∞}の中点凸性は

G(p) +G(q) ≥ 2G

(
p+ q

2

)
(∀p, q ∈ Rn) (2.6)

と定義される。連続関数 G に対しては、中点凸性と凸性は等価であり、中点凸性を満たす

ときに G は凸関数であると定義することができる。 これに対して、離散中点凸性では、
p+q
2 を整数格子点上にとるために

⌈
p+q
2

⌉
と

⌊
p+q
2

⌋
の 2点に分離する。すなわち、離散関数

g : Zn → R ∪ {+∞}の離散中点凸性は

g(p) + g(q) ≥ g

(⌈
p+ q

2

⌉)
+ g

(⌊
p+ q

2

⌋)
(∀p, q ∈ Zn) (2.7)

と表され、この離散中点凸性を満たすときに、g は L♮ 凸関数であると定義される（図 2.2

参照）．

次に、劣モジュラ性に着目した定義について述べる。第 2.1.1節に述べたように、ベクトル

p, q ∈ Zn に対して, 成分ごとに最大値, 最小値をとって得られるベクトルを p ∨ q, p ∧ q と表
す（図 2.3参照）．すなわち、

p ∨ q = (max{p1, q1},max{p2, q2}, . . . ,max{pn, qn}), (2.8)

p ∧ q = (min{p1, q1},min{p2, q2}, . . . ,min{pn, qn}) (2.9)

である。 関数 g : Zn → R ∪ {+∞}が劣モジュラ (submodular) であるというのは，

(SBF[Z]) 任意の p, q ∈ Zn に対して

g(p) + g(q) ≥ g(p ∨ q) + g(p ∧ q) (2.10)

を満たすときであると定義される。ただし，g(p)と g(q)の少なくとも一方が +∞であると
きには，不等式 (2.10)は満たされているものとみなす．

関数 g : Zn → R ∪ {+∞}が並進劣モジュラ (translation-submodular) であるというのは、

(SBF♮[Z]) 任意の p, q ∈ Zn と任意の α ∈ Z+ に対して

g(p) + g(q) ≥ g((p− α1) ∨ q) + g(p ∧ (q + α1)) (2.11)

を満たすときであると定義される。ただし，g(p)と g(q)のいずれかが +∞であるときには，
不等式 (2.11) は満たされているものとみなす．なお、式 (2.11)で α = 0とすると、劣モジュ
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G(x)

x

p qp+q

2

p

q

i

j
˚

p+q

2

ˇ

¨

p+q

2

˝

図 2.2. 連続関数と離散関数の中点凸性

i

j

p

qp ∧ q

p ∨ q

図 2.3. p ∨ q と p ∧ q の定義

ラ性の式 (2.10) と一致する。したがって、並進劣モジュラ性の方が劣モジュラ性よりも強い

条件である。

これらの定義のもとで、次の命題が成り立つ．

命題 2.1 ([62, 定理 7.7]). 関数 g : Zn → R ∪ {+∞}に対して，並進劣モジュラ性 (2.11)は

離散中点凸性 (2.7)と同値である．

n変数の関数 g が与えられたとき，n+ 1変数の関数 g̃ を

g̃(p, pn+1) = g(p− pn+11) (∀p ∈ Zn, ∀pn+1 ∈ Z) (2.12)

によって定義する．このとき，次の命題が成り立つ．

命題 2.2 ([62, 定理 7.1]). 関数 g : Zn → R ∪ {+∞} の並進劣モジュラ性 (2.11) は，関数

g̃ : Zn+1 → R ∪ {+∞} の劣モジュラ性 (2.10)と同値である．

上の 2つの命題から，L♮ 凸関数の必要十分条件が得られる．

定理 2.3. 関数 g : Zn → R ∪ {+∞}に関して，次の 3つの条件はいずれも同値である。
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　 (a) 離散中点凸性 (2.7)．

　 (b) 並進劣モジュラ性 (2.11)．

　 (c) 式 (2.12)で定義される g̃ の劣モジュラ性 (2.10)．

したがって、(a)， (b)， (c)のいずれもが gが L♮ 凸関数であるための必要十分条件である．

この定理により，L♮ 凸関数とは並進劣モジュラ性をもつ関数である，と定義し直すことがで

きる．なお、離散関数は（並進劣モジュラ性よりも条件の弱い）劣モジュラ性をもったとして

も、必ずしも L♮ 凸関数であるわけではない。それは次の例からわかる。

例 2.1. 任意の 1変数の離散関数は、劣モジュラ性 (2.10)をもつ。なぜなら、p ≤ q なる任意

の p, q ∈ Zに対して、
p ∨ q = q, p ∧ q = p

であるので、1変数関数 g : Z → R ∪ {+∞}に対して、

g(p) + g(q) = g(p ∨ q) + g(p ∧ q)

が成り立ち、g は劣モジュラの不等式 (2.10)を等号で満たすからである。

しかしながら、1変数関数には凸でないものがある。例えば g(p) = (−1)p は劣モジュラで

ありながら L♮ 凸性をもたない関数の例である。

凸拡張可能性に関して，次の定理が成り立つ．

定理 2.4 ([62, 定理 7.20]). L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

大域最小性に関して，次の定理が成り立つ．なお、この性質は最小性規準と呼ばれる。

定理 2.5 ([62, 定理 7.14(2)]). 関数 g : Zn → R∪ {+∞}が L♮ 凸関数のとき、p ∈ domZ gが

g の最小点であるためには，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

g(p) ≤ min{g(p− q), g(p+ q)}

となることが必要十分である．

離散関数における「凸性」を定義するにあたって、定義の正当性を連続変数の凸関数の性質

との類似性に求めるならば、この 2つの定理の存在は重要である。前者、すなわち凸拡張可能

であることは、L♮ 凸関数が連続変数の凸関数に対応づけられることを示す。後者、すなわち最

小性規準を持つことは、連続変数の凸関数の重要な性質の 1つである、局所最小性と大域最小

性が一致するという性質が、L♮ 凸関数で実現されていることを示す。このような観点から、2

つの定理の存在によって、L♮ 凸関数は「離散凸関数」としての資格を有していると言える。

2.2.2 L凸関数

関数 g : Zn → R ∪ {+∞}が L凸関数であるというのは、g が L♮ 凸関数であり，かつ，
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(TRF[Z]) ある実数 r が存在して，任意の p ∈ Zn に対して

g(p+ 1) = g(p) + r (2.13)

を満たすときであると定義される。この条件 (TRF[Z])は、1方向の線形性と呼ばれる。

L凸関数の必要十分条件として，次の定理が知られている．

定理 2.6 ([62, 定理 7.3]). 関数 g : Zn → R ∪ {+∞}が L凸関数であるためには，g が劣モ

ジュラ性 (2.10) と 1方向の線形性 (2.13) をもつことが必要十分である．

あるいは、劣モジュラ性 (2.10)と 1方向の線形性 (2.13) の条件を L凸関数の定義とするこ

ともできる。

この定理により，L凸関数は L♮ 凸関数の特殊ケースである。しかし両者は本質的には等価

な概念であり，次のように互いに変換しあうことができる。n変数の L♮ 凸関数 g が与えられ

たとき，n+ 1変数の関数 g̃ : Zn+1 → R ∪ {+∞}を

g̃(p, pn+1) = g(p− pn+11) (∀p ∈ Zn, ∀pn+1 ∈ Z) (2.14)

によって定義すると，g̃ は L凸関数になる（式 (2.13)を r = 0に対して満たす）．逆に，n変

数の L凸関数 g が与えられたとき，n− 1変数の関数 ĝ : Zn−1 → R ∪ {+∞}を

ĝ(q) = g(q, 0) (∀q ∈ Zn−1) (2.15)

によって定義すると，ĝ は L♮ 凸関数になる．このような意味で両者は本質的に等価である.

ただし、両者が 1対 1対応をしているわけではなく、L凸関数には式 (2.13)の r の自由度

があることに注意されたい。つまり、L♮ 凸関数から式 (2.14)によって作り出した L凸関数で

は常に r = 0であり、逆に r の異なる L凸関数から同じ L♮ 凸関数が作り出される。

凸拡張可能性と最小性規準に関して，次の定理が成り立つ．この定理は、L♮ 凸関数に対する

定理（定理 2.4，定理 2.5）と本質的に等価な内容である．

定理 2.7 ([62, 定理 7.19]). L凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

定理 2.8 ([62, 定理 7.14(1)]). 関数 g : Zn → R ∪ {+∞} が L凸関数で，式 (2.13)で r = 0

であるとする．p ∈ domZ g が g の最小点であるためには，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

g(p) ≤ g(p+ q)

となることが必要十分である．

2.2.3 L♮ 凸集合と L凸集合

L♮ 凸関数と L凸関数に対応する離散凸集合の概念を説明する。一般に、集合 S ⊆ Zn に対

して

δS(p) =

{
0 (p ∈ S)

+∞ (p /∈ S)
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で定義される関数 δS : Zn → R ∪ {+∞}を集合 S の標示関数という。集合 S ⊆ Zn が L♮ 凸

集合であるというのは，その標示関数 δS : Zn → R∪ {+∞} が L♮ 凸関数であるときであると

定義される。同様に，標示関数 δS が L凸関数のとき，集合 S は L凸集合であると定義され

る。すなわち，

S が L♮ 凸集合 ⇐⇒ δS が L♮ 凸関数, (2.16)

S が L凸集合 ⇐⇒ δS が L凸関数 (2.17)

である．

L♮ 凸集合について、定義 (2.16)と L♮ 凸関数の必要十分条件（定理 2.3）から次の定理が成

り立つ。

定理 2.9 ([65, 定理 4.8]). 集合 S ⊆ Zn に関して、次の 3つの条件 (a)， (b)， (c)は同値で

ある．

(a) 離散中点凸性

∀p, q ∈ S =⇒
⌈
p+ q

2

⌉
,

⌊
p+ q

2

⌋
∈ S. (2.18)

(b) 任意の非負整数 αに対して，

∀p, q ∈ S =⇒ (p− α1) ∨ q, p ∧ (q + α1) ∈ S. (2.19)

(c) 任意の p, q ∈ Zn と任意の α, β ∈ Zに対して、

p− α1, q − β1 ∈ S =⇒ (p ∨ q)− (α ∨ β)1, (p ∧ q)− (α ∧ β)1 ∈ S. (2.20)

この (a)， (b)， (c)のいずれもが，S が L♮ 凸集合であるための必要十分条件である．

例 2.2. 一般の nに対して，a ∈ {Z ∪ {−∞}}n, b ∈ {Z ∪ {+∞}}n の定める整数区間

[a, b]Z = {p ∈ Zn | ai ≤ pi ≤ bi (i = 1, 2, . . . , n)} (2.21)

は L♮ 凸集合である。

L凸集合について、定義 (2.17)と L凸関数の必要十分条件（定理 2.6）から、次の定理が成

り立つ。

定理 2.10 ([65, 定理 4.10]). 集合 S ⊆ Zn が L凸集合であるためには，条件

p, q ∈ S =⇒ p ∨ q, p ∧ q ∈ S, (2.22)

p ∈ S =⇒ p+ 1, p− 1 ∈ S (2.23)

がともに成り立つことが必要十分である．

上のように定義された L♮ 凸集合と L凸集合は、次の定理のように、簡単な不等式で記述す

ることもできる。
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図 2.4. L♮ 凸集合の例

定理 2.11 ([65, 定理 4.12]).

(1) 集合 S ⊆ Zn が L♮ 凸集合であるためには，ある整数 αi ∈ Z ∪ {−∞}, βi ∈ Z ∪ {+∞},
γij ∈ Z ∪ {+∞} (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j) が存在して

S = {p ∈ Zn | αi ≤ pi ≤ βi, pj − pi ≤ γij (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}
= {p ∈ Zn | αi ≤ pi ≤ βi, pj − γij ≤ pi ≤ pj + γji (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}

と表されることが必要十分である．

(2) 集合 S ⊆ Zn が L 凸集合であるためには，ある整数 γij ∈ Z ∪ {+∞} (i, j =

1, 2, . . . , n; i ̸= j) が存在して

S = {p ∈ Zn | pj − pi ≤ γij (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}
= {p ∈ Zn | pj − γij ≤ pi ≤ pj + γji (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}

と表されることが必要十分である．

定理 2.11より，集合 S ⊆ Zn が L♮ 凸集合、あるいは L凸集合ならば、S の閉凸包 S ⊆ Rn

は
S = S ∩ Zn

を満足することがわかる。

連続変数の凸関数について、実効定義域と最小化集合はどちらも凸集合であるが、それと同

様に、離散 L♮ 凸/L凸関数については、次の 2つの定理が成り立つ。

定理 2.12 ([62, 命題 7.8]).

(1) L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞} の実効定義域 domZ g は L♮ 凸集合である．

(2) L凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞} の実効定義域 domZ g は L凸集合である．

定理 2.13 ([62, 命題 7.16]).

(1) L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞} の最小化集合 argminZ g は L♮ 凸集合である．
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(2) L凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞} の最小化集合 argminZ g は L凸集合である．

2.2.4 2次関数

2次関数が L♮ 凸関数であるための条件を考える．一般の n変数（離散変数）の 2次関数は

g(p) = p⊤Ap =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijpipj (p = (pi)
n
i=1 ∈ Zn) (2.24)

とあらわせる．ただし，係数行列 A の成分 aij は実数である。ここで任意の i, j について

aij = aji であるとしてよい。すなわち Aは対称行列としてよい。

定理 2.14 ([62]). 式 (2.24)の 2次関数 gが domZ g = Zn の仮定の下で L♮ 凸関数であるため

の必要十分条件は，

aij ≤ 0 (i ̸= j),
n∑

j=1

aij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n) (2.25)

で与えられる．

対称行列 Aに対する条件 (2.25)を書き換えると、

aij ≤ 0 (i ̸= j), aii ≥
∑
j ̸=i

|aij | (i = 1, 2, . . . , n)

となる。この条件を満たす行列は優対角対称 M 行列と呼ばれるものである。第 2 の条件が，

優対角性を示している。優対角な対称M行列は半正定値であることが知られており、凸性と

の対応関係が見られる。

L凸関数の条件は，次のようになる．

定理 2.15 ([62]). 式 (2.24)の 2次関数 g が domZ g = Zn の仮定の下で L凸関数であるため

の必要十分条件は，

aij ≤ 0 (i ̸= j),

n∑
j=1

aij = 0 (i = 1, 2, . . . , n) (2.26)

で与えられる．

2.2.5 L♮ 凸/L凸関数の例

L♮ 凸/L凸関数の基本的な例を挙げる．実効定義域については、L♮ 凸関数の場合は L♮ 凸集

合であること，L凸関数の場合は L凸集合であることを仮定する（定理 2.12）。Zn は L♮ 凸集

合でもあり、L凸集合でもある。p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Zn とする．
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1次関数

ベクトル α ∈ Rn と実数 β ∈ Rによって定義される 1次関数

g(p) = ⟨α,p⟩+ β (2.27)

は、実効定義域が L♮ 凸集合であれば L♮ 凸関数であり、実効定義域が L凸集合であれば L凸

関数である。

2次関数

実数係数の 2次関数

g(p) = p⊤Ap =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijpipj (aij = aji ∈ R) (2.28)

は、先に示したように、係数行列 A = (aij)が

aij ≤ 0 (i ̸= j),

n∑
j=1

aij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n) (2.29)

を満たすとき L♮ 凸関数であり（定理 2.14），

aij ≤ 0 (i ̸= j),
n∑

j=1

aij = 0 (i = 1, 2, . . . , n) (2.30)

を満たすとき L凸関数である（定理 2.15）．

分離凸関数

1変数の凸関数 ψi (i = 1, 2, . . . , n) の和の形で定義される分離凸関数

g(p) =

n∑
i=1

ψi(pi) (2.31)

は L♮ 凸関数であり，1変数の凸関数 ψij (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j) の和の形で定義される関数

g(p) =
∑
i ̸=j

ψij(pi − pj) (2.32)

は L凸関数である．さらに

g(p) =
n∑

i=1

ψi(pi) +
∑
i ̸=j

ψij(pi − pj) (2.33)

は L♮ 凸関数である．

劣モジュラ集合関数

劣モジュラ集合関数は、domZ g ⊆ {0, 1}n である L♮ 凸関数 g と同一視できる（第 2.2.6節

参照）．
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X ∩ Y = {e2}

X ∪ Y = {e1, e2, e3}

X = {e2, e3} Y = {e1, e2}

e1e3

e2

図 2.5. 劣モジュラ（優モジュラ）集合関数の構造

2.2.6 劣モジュラ集合関数

L♮ 凸関数と劣モジュラ集合関数は、関係が深いのでここで取り上げる。

集合関数とは，部分集合を入力として受け取り、それに対応して数値を出力する関数であ

る。出力する数値は、整数や実数などが考えられる。例えば集合 N = {1, 2, . . . , n} とおき，
N の部分集合の全体を 2N と表すとき，N 上の集合関数は µ : 2N → R ∪ {+∞} のような形
式で表される。

集合関数 µ : 2N → R ∪ {+∞}は，不等式

µ(X) + µ(Y ) ≥ µ(X ∪ Y ) + µ(X ∩ Y ) (∀X,Y ⊆ N) (2.34)

を満たすとき，劣モジュラ関数と呼ばれる（図 2.5参照）．また、逆向きの不等式

µ(X) + µ(Y ) ≤ µ(X ∪ Y ) + µ(X ∩ Y ) (∀X,Y ⊆ N) (2.35)

を満たすとき，優モジュラ関数と呼ばれる．（あるいは、−µが劣モジュラ関数のときに µは

優モジュラ関数だと定義してもよい。）

例 2.3. µ(X) = |X| (=集合 X の要素の個数)に対して、

|X|+ |Y | = |X ∪ Y |+ |X ∩ Y |

であるので、µ(X)は不等式 (2.34)を等号で満たす劣モジュラ関数であり、不等式 (2.35)を等

号で満たす優モジュラ関数でもある。このように、劣モジュラかつ優モジュラであるものは、

モジュラ関数と呼ばれる。

例 2.4.
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(1) µ(X) = |X|2 は優モジュラ関数である．
(2) µ(X) =

√
|X|は劣モジュラ関数である．

証明.

(1) µ(X) = |X|2 のとき、

µ(X) + µ(Y ) ≤ µ(X ∪ Y ) + µ(X ∩ Y )

を証明する。a = |X ∩ Y |, x = |X| − a, y = |Y | − aとすると、a, x, y はいずれも非負整数で

ある。

(左辺)− (右辺) = µ(X) + µ(Y )− µ(X ∪ Y )− µ(X ∩ Y )
= (a+ x)2 + (a+ y)2 − (a+ x+ y)2 − a2

= (a2 + 2ax+ x2) + (a2 + 2ay + y2)− {a2 + 2a(x+ y) + (x+ y)2} − a2

= −2xy ≤ 0

より証明される。

(2) µ(X) =
√
X のとき、

µ(X) + µ(Y ) ≥ µ(X ∪ Y ) + µ(X ∩ Y )

は、a = |X ∩ Y |, x = |X| − a, y = |Y | − aとした時に
√
a+ x+

√
a+ y ≥

√
a+ x+ y +

√
a (a, x, y ≥ 0)

であることから、成り立つことがわかる。

特性ベクトルについては第 2.1.1節でも述べたが、ここではより詳しく説明する。任意のベ

クトル p ∈ {0, 1}n は，pi = 1である番号 iの全体を X とすれば，第 i単位ベクトル χi を用

いて
p =

∑
i∈X

χi

と表現される．例えば，n = 5で p = (1, 0, 0, 1, 1)のとき，X = {1, 4, 5}である．このよう
に，ベクトル p ∈ {0, 1}n と部分集合 X は 1対 1に対応がとれる。部分集合 X に対応するベ

クトルをX の特性ベクトルと呼び，記号 χX で表す．この例では，(1, 0, 0, 1, 1) = χ{1,4,5} で

ある．

この対応関係により，domZ g ⊆ {0, 1}n である関数 g : Zn → R ∪ {+∞}と，N 上の集合
関数 µ : 2N → R ∪ {+∞} の間に 1対 1対応が得られる．すなわち

µ(X) = g(χX) (∀X ⊆ N) (2.36)

による µと g の対応である．例えば，n = 5のとき，µ({1, 4, 5}) = g(1, 0, 0, 1, 1)である．

{0, 1}ベクトルの演算と、集合の包含関係に対応がとれる。2つの {0, 1}n ベクトルの平均
値を切り上げたものと切り捨てたものが、2つの集合の和集合と積集合に対応する。つまり

p = χX , q = χY =⇒
⌈
p+ q

2

⌉
= χX∪Y ,

⌊
p+ q

2

⌋
= χX∩Y (2.37)
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が成り立つ．

式 (2.37)により，gの離散中点凸性 (2.7)と µの劣モジュラ性 (2.34)が対応する．したがっ

て，次の定理が成り立つ．

定理 2.16 ([62, 命題 7.4]). 式 (2.36)の対応関係の下で，g が L♮ 凸関数であることと，µが

劣モジュラ関数であることは同値である．

劣モジュラ集合関数が最適化の分野で着目され始めたのは、1960年代の終わり頃からであ

る。J. Edmondsらによって組合せ最適化の分野が大きく発展する過程で、劣モジュラ関数が

意識されるようになったが、当時はまだ劣モジュラ関数が凸関数か凹関数かのどちらである

か、定まった見解はなかった。

1980年代はじめになって，S. Fujishige，A. Frank，L. Lovászらにより，集合関数の劣モ

ジュラ性と凸性との関係が明確になった. Fujishigeは劣モジュラ関数のフェンシェル型双対

定理 [15] を示し，Frank は劣モジュラ関数の離散分離定理 [14] を示した．Lovász は，ある

集合関数が劣モジュラであることと，その集合関数に関連する連続変数の関数が凸関数である

ことが同値であることを示した [46]．これらの成果により、劣モジュラ関数は凸関数であると

の見解で一致し、劣モジュラ関数の双対性は凸解析における双対性に整数性を加えたものであ

る、との認識が受け入れられることになった。そして、1990年代後半からの K. Murotaによ

る離散凸解析の進展へとつながる [19, 57, 58, 69] 。

劣モジュラ関数の最小化を高速に行うアルゴリズムの開発は、1970 年頃から研究対象と

して取り組まれてきた。まず、1981 年に楕円体法に基づく弱多項式時間アルゴリズムが M.

Grötschel， Lovász, A. Schrijverによって提案された [26]。1988年には同じグループによっ

て強多項式時間アルゴリズムに改良された。そして 1999年、組合せ的な強多項式時間アルゴ

リズムが、S. Iwata，L. Fleischer，Fujishige [35]の 3人のグループと Schrijver [85]によっ

て、ほぼ同時に提案された。その後もアルゴリズムの改良が続けられている [81]。

なお，劣モジュラ集合関数の最大化は困難な問題であり，最大カット問題 (Maximum Cut

Problem) を含んでいることから、P̸=NP 予想のもとでは多項式時間のアルゴリズムが存在

しないことがわかる。（P̸=NP 予想を用いずに多項式時間のアルゴリズムが存在しないこと

を証明することもできる [37, 45, 46]．）近年は近似アルゴリズムの設計が活発に行われてい

る [1, 8, 9, 13, 80, 89, 97]。一方，{0, 1}ベクトル上のM♮ 凹関数は劣モジュラであり（後述

する定理 2.23参照），M♮ 凹関数の最大化（＝M♮ 凸関数の最小化）には効率的なアルゴリズ

ムが知られている．したがって，{0, 1}ベクトル上のM♮ 凹関数は、容易に最大化のできる劣

モジュラ集合関数の部分族となっている [67]。

2.2.7 連続変数の L♮ 凸/L凸関数

ここでは、離散 L♮ 凸/L凸関数の概念を連続関数上に拡張する [70, 73, 74]。
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連続変数の L♮ 凸関数

凸関数 G : Rn → R ∪ {+∞}が

(SBF♮[R]) 任意の p, q ∈ Rn と任意の α ∈ R+ に対して

G(p) +G(q) ≥ G((p− α1) ∨ q) +G(p ∧ (q + α1)) (2.38)

を満たすとき，関数 Gは L♮ 凸関数と定義される．ただし，G(p)と G(q)のいずれかが +∞
であるときには，不等式 (2.38) は満たされているものとみなす．

性質 (SBF♮[R]) は並進劣モジュラ性 (translation-submodularity) と呼ばれる。さらに

α = 0とした場合、つまり

(SBF[R]) 任意の p, q ∈ Rn に対して

G(p) +G(q) ≥ G(p ∨ q) +G(p ∧ q) (2.39)

は劣モジュラ性 (submodularity) と呼ばれる。ただし，G(p)と G(q)のいずれかが +∞であ
るときには，不等式 (2.39) は満たされているものとみなす．この劣モジュラ性を表す不等式

は、p, q が連続変数になっていることを除いて、離散変数の関数に関する劣モジュラ性の不等

式 (2.10) と同じである。

L♮ 凸関数を、並進劣モジュラ性を用いることなく、劣モジュラ性だけで定義することもでき

る。そのためには、変数の数を 1つ追加する。

定理 2.17 ([65, 定理 6.3]). 関数 G : Rn → R ∪ {+∞}が L♮ 凸関数であるためには，

G̃(p, pn+1) = G(p− pn+11) (∀p ∈ Rn, ∀pn+1 ∈ R)

で定義される G̃ : Rn+1 → R ∪ {+∞} が劣モジュラ性 (2.39) をもつことが必要十分である．

なお、離散 L♮ 凸関数であるための必要十分条件として、定理 2.3には (a)， (b)， (c)の 3

通りあった。このうち、(b)は式 (2.38)に、(c)は定理 2.17にそれぞれ対応する。しかしなが

ら (a)の離散中点凸性については、連続変数に置き換えると、通常の凸関数を定義する中点凸

性となるだけで、L♮ 凸性に対応する性質は得られない。

連続変数の L凸関数

関数 G : Rn → R ∪ {+∞}が L凸関数であることは，Gが L♮ 凸関数であり，さらに，1方

向の線形性

(TRF[R]) ある実数 r が存在して，任意の p ∈ Rn と任意の α ∈ Rに対して

G(p+ α1) = G(p) + αr (2.40)
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をもつことと定義される．

L凸関数の必要十分条件として，次の定理が知られている．

定理 2.18 ([62, 定理 7.30]). 関数 G : Rn → R ∪ {+∞}が L凸関数であるためには，Gが劣

モジュラ性 (2.39) と 1方向の線形性 (2.40) をもつことが必要十分である．

定義により，L凸関数は L♮ 凸関数の特殊ケースである。しかし両者は本質的には等価な概

念であり，次のように互いに変換しあうことができる。n変数の L♮ 凸関数 Gが与えられたと

き，n+ 1変数の関数 G̃ : Rn+1 → R ∪ {+∞}を

G̃(p, pn+1) = G(p− pn+11) (∀p ∈ Rn, ∀pn+1 ∈ R) (2.41)

によって定義すると，G̃は L凸関数になる．逆に，n変数の L凸関数 Gが与えられたとき，

n− 1変数の関数 Ĝ : Rn−1 → R ∪ {+∞}を

Ĝ(q) = G(q, 0) (∀q ∈ Rn−1) (2.42)

によって定義すると，Ĝは L♮ 凸関数になる．このように L♮ 凸関数と L凸関数は両者は本質

的に等価であり、離散変数の L♮ 凸関数と L凸関数が等価であることとも同じ構造をしている。

最小性規準

L♮ 凸/L凸関数は凸関数であるから，局所最小解が大域最小解となる。局所最小解であるこ

とは，式 (2.4)の「pは Gの極小点 ⇐⇒ 任意の dに対して G′(p;d) ≥ 0」によって確認で

きるが，方向の離散性があるので，特定の方向 dへの方向微分を調べればよい．

定理 2.19 ([62, 定理 7.33]).

(1) 関数 G : Rn → R ∪ {+∞} が L♮ 凸関数のとき，p ∈ domRGが Gの最小点であるため

には，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

G′(p; q) ≥ 0, G′(p;−q) ≥ 0

となることが必要十分である．

(2) 関数 G : Rn → R ∪ {+∞} が L凸関数のとき，p ∈ domRGが Gの最小点であるため

には，G′(p;1) = 0，かつ，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

G′(p; q) ≥ 0

となることが必要十分である．

2.2.8 連続変数の L♮ 凸/L凸集合

連続変数の L♮ 凸/L凸関数に対応する凸集合について説明する。

集合 S ⊆ Rn が L♮ 凸集合であるというのは，その標示関数 δS : Rn → R ∪ {+∞} が L♮ 凸

関数であるときであると定義される。同様に，標示関数 δS が L 凸関数のとき，集合 S は L
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凸集合であると定義される。すなわち，

S が L♮ 凸集合 ⇐⇒ δS が L♮ 凸関数, (2.43)

S が L凸集合 ⇐⇒ δS が L凸関数 (2.44)

である．式 (2.43)と式 (2.44)で δS が閉真凸関数ならば、L♮ 凸/L凸集合は閉集合であること

がわかる。

L♮ 凸集合について、定義 (2.43)と L♮ 凸関数の必要十分条件（式 (2.38)や定理 2.17）から

次の定理が成り立つ。

定理 2.20 ([65, 定理 6.6(1)]). 閉集合 S ⊆ Rn に対して次の 2 つの条件 (a)， (b) は同値で

ある．

(a) 任意の非負実数 αに対して，

∀p, q ∈ S =⇒ (p− α1) ∨ q, p ∧ (q + α1) ∈ S. (2.45)

(b) 任意の p, q ∈ Rn と任意の α, β ∈ Rに対して、

p− α1, q − β1 ∈ S =⇒ (p ∨ q)− (α ∨ β)1, (p ∧ q)− (α ∧ β)1 ∈ S. (2.46)

この (a)， (b)のいずれもが，S が L♮ 凸集合であるための必要十分条件である．

L凸集合について、定義 (2.44)と L凸関数の必要十分条件（定理 2.18）から次の定理が成

り立つ。

定理 2.21 ([65, 定理 6.6(2)]). 閉集合 S ⊆ Rn が L凸集合であるためには，任意の α ∈ Rに
対して、2つの条件

∀p, q ∈ S =⇒ p ∨ q, p ∧ q ∈ S, (2.47)

∀p ∈ S =⇒ p+ α1 ∈ S (2.48)

がともに成り立つことが必要十分である．

L♮ 凸集合と L凸集合の特徴付けは、不等式を用いて表すこともできる。その表現は、定理

2.11を Rn 上に拡張した、次の形になる。

定理 2.22 ([65, 定理 6.7]).

(1)閉集合 S ⊆ Rnが L♮凸集合であるためには，ある実数 αi ∈ R∪{−∞}, βi ∈ R∪{+∞},
γij ∈ R ∪ {+∞} (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j) によって

S = {p ∈ Rn | αi ≤ pi ≤ βi, pj − pi ≤ γij (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}
= {p ∈ Rn | αi ≤ pi ≤ βi, pj − γij ≤ pi ≤ pj + γji (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}

と表されることが必要十分である．
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(2) 閉集合 S ⊆ Rn が L 凸集合であるためには，ある実数 γij ∈ R ∪ {+∞} (i, j =

1, 2, . . . , n; i ̸= j) によって

S = {p ∈ Rn | pj − pi ≤ γij (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}
= {p ∈ Rn | pj − γij ≤ pi ≤ pj + γji (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j)}

と表されることが必要十分である．

L♮ 凸集合と L凸集合はどちらも凸多面体であるので、L♮ 凸集合を L♮ 凸多面体、L凸集合

を L凸多面体とも呼ぶ。

2.2.9 連続変数の L♮ 凸/L凸関数の例

連続変数の L♮ 凸/L凸関数の基本的な例を挙げる．実効定義域の閉包については、L♮ 凸関

数の場合は L♮ 凸多面体であること，L 凸関数の場合は L 凸多面体であることを仮定する。

p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Rn とする．

1次関数

ベクトル α ∈ Rn と実数 β ∈ Rによって定義される 1次関数

G(p) = ⟨α,p⟩+ β (2.49)

は、実効定義域が L♮ 凸多面体であれば L♮ 凸関数であり、実効定義域が L凸多面体であれば

L凸関数である。

2次関数

実数係数の 2次関数

G(p) = p⊤Ap =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijpipj (aij = aji ∈ R) (2.50)

は、係数行列 A = (aij)が

aij ≤ 0 (i ̸= j),

n∑
j=1

aij ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , n) (2.51)

を満たすとき L♮ 凸関数であり，

aij ≤ 0 (i ̸= j),
n∑

j=1

aij = 0 (i = 1, 2, . . . , n) (2.52)

を満たすとき L凸関数である [71]．これらの条件は、離散変数の場合の条件（定理 2.14、定理

2.15）と同じである。
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分離凸関数

1変数の凸関数 ψi (i = 1, 2, . . . , n) の和の形で定義される分離凸関数

G(p) =

n∑
i=1

ψi(pi) (2.53)

は L♮ 凸関数であり，1変数の凸関数 ψij (i, j = 1, 2, . . . , n; i ̸= j) の和の形で定義される関数

G(p) =
∑
i ̸=j

ψij(pi − pj) (2.54)

は L凸関数である．さらに

G(p) =
n∑

i=1

ψi(pi) +
∑
i ̸=j

ψij(pi − pj) (2.55)

は L♮ 凸関数である．

2.3 M凸関数

ここではM♮ 凸関数とM凸関数の定義と基本的な性質について述べる [57, 65, 66, 69, 75]。

2.3.1 M♮ 凸関数

関数 f : Zn → R ∪ {+∞}は、交換公理

(M♮-EXC[Z]) 任意の x,y ∈ Zn と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある

j ∈ supp−(x− y) ∪ {0}が存在して

f(x) + f(y) ≥ f(x− χi + χj) + f(y + χi − χj) (2.56)

を満たすときにM♮ 凸関数と定義される。ただし，第 2.1.1節に述べたように、一般にベクト

ル v に対して
supp+(v) = {i | vi > 0}, supp−(v) = {i | vi < 0}

であり，χi は第 i単位ベクトル (i > 0)を表し，

χ0 = 0 = (0, 0, . . . , 0) ∈ Zn

であるとする。

関数 f : Zn → R ∪ {+∞}が優モジュラ (supermodular) であるというのは，

任意の x,y ∈ Zn に対して

f(x) + f(y) ≤ f(x ∨ y) + f(x ∧ y) (2.57)
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x1 x1

x2 x2
g(0, 0) = 0

g(1, 1) = 0

g(0, 1) = 1

g(1, 0) = 1

f(0, 0) = 1
f(1, 1) = 1

f(0, 1) = 0

f(1, 0) = 0

L♮ 凸関数 M♮ 凸関数

図 2.6. 凸拡張可能な劣モジュラ関数（左）と優モジュラ関数（右）

を満たすときであると定義される。ただし，f(x)と f(y)の少なくとも一方が +∞であると
きには，不等式 (2.57)は満たされているものとみなす．なお、優モジュラの不等式 (2.57)は

劣モジュラの不等式 (2.10)の不等号の向きを逆にしたものである。したがって、f が優モジュ

ラであれば −f は劣モジュラである。
f がM♮ 凸関数ならば，優モジュラの不等式 (2.57)を満たす。

定理 2.23 ([62, 定理 6.19]). M♮ 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} は優モジュラである．ただし、
逆は成り立たない。つまり、優モジュラである離散関数がM♮ 凸関数であるとは限らない。

上の定理から、M♮ 凸関数の場合には、凸性と優モジュラ性に関連があるように見える。L♮

凸関数の場合に、凸性と劣モジュラ性に関連があった（L♮ 凸性と並進劣モジュラ性が同値）こ

ととは対照的である。

優モジュラ関数最小化（=劣モジュラ関数最大化）は困難なことが知られているが、その中

でM♮ 凸関数は最小化が効率良く行える優モジュラ関数の部分族となっている。

次の例に示す通り、劣モジュラ性と凸拡張可能性は互いに独立な性質である。

例 2.5. 図 2.6 のように、n = 2, domZ g = {0, 1}2 の場合の L♮ 凸関数（左）と、n = 2,

domZ f = {0, 1}2 の場合の M♮ 凸関数（右）を考える。x = (1, 0), y = (0, 1) とすると

x ∨ y = (1, 1), x ∧ y = (0, 0) であるので、左の例では g(x) = g(y) = 1, g(x ∨ y) =

g(x ∧ y) = 0 となり、g は劣モジュラの不等式 (2.10) を満たす。同様に右の例では f(x) =

f(y) = 0, f(x ∨ y) = f(x ∧ y) = 1 となり、f は優モジュラの不等式 (2.57) を満たす。し

たがって g と −f は劣モジュラである。一方で g と f はともに凸拡張可能であるので、劣モ

ジュラ性と凸拡張可能性は独立した性質であることがわかる。

凸拡張可能性と最小性規準に関して，次の定理が成り立つ。
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定理 2.24 ([62, 定理 6.42]). M♮ 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

定理 2.25 ([62, 定理 6.26(2)]). 関数 f : Zn → R∪ {+∞}がM♮ 凸関数のとき，x ∈ domZ f

が f の最小点であるためには，任意の i, j ∈ {0, 1, . . . , n}に対して

f(x) ≤ f(x− χi + χj)

となることが必要十分である．

L♮ 凸関数にも同様の定理（定理 2.4，定理 2.5）が存在するが、M♮ 凸関数においても、離散

関数における「凸性」を定義するにあたって、定義の正当性を連続変数の凸関数の性質との類

似性に求めるならば、この 2つの定理の存在は重要である。前者、すなわち凸拡張可能である

ことは、M♮ 凸関数が連続変数の凸関数に対応づけられることを示す。後者、すなわち最小性

規準を持つことは、連続変数の凸関数の重要な性質の 1つである、局所最小性と大域最小性が

一致するという性質が、M♮ 凸関数で実現されていることを示す。このような観点から、2つ

の定理の存在によって、M♮ 凸関数は「離散凸関数」としての資格を有していると言える。

2.3.2 M凸関数

M凸関数は、M♮ 凸関数の特殊形で、交換公理における j を選ぶ範囲を j ∈ supp−(x− y)
に限定した（0を含めない）ものとして定義される。すなわち，f : Zn → R∪ {+∞}がM凸

関数であるためには，次の交換公理

(M-EXC[Z]) 任意の x,y ∈ Zn と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある

j ∈ supp−(x− y)が存在して

f(x) + f(y) ≥ f(x− χi + χj) + f(y + χi − χj) (2.58)

を満たすことと定義される。この条件から，M凸関数 f の実効定義域は成分和が一定の超平

面の上に乗っていること，すなわち，ある整数 r に対して

domZ f ⊆ {x ∈ Zn |
n∑

i=1

xi = r} (2.59)

が成り立つことが導かれる．

定義により，M 凸関数は M♮ 凸関数の特殊ケースである。しかし両者は本質的には等価

な概念であり，次のように互いに変換しあうことができる。n 変数の M♮ 凸関数 f : Zn →
R ∪ {+∞}が与えられたとき，n+ 1変数の関数 f̃ : Zn+1 → R ∪ {+∞}を

f̃(x, xn+1) =

{
f(x) (xn+1 = −

∑n
i=1 xi のとき)

+∞ (その他)
(x ∈ Zn, xn+1 ∈ Z) (2.60)

によって定義すると，f̃ はM凸関数になる．逆に，n変数のM凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}
が与えられたとき，式 (2.59)の r ∈ Zを用いて、n− 1変数の関数 f̂ : Zn−1 → R∪ {+∞}を

f̂(y) = f(y, r −
n−1∑
i=1

yi) (y ∈ Zn−1) (2.61)
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によって定義すると，f̂ はM♮ 凸関数になる．このように両者は相互に変換ができる。

ただし、両者が 1対 1対応をしているわけではなく、M凸関数には式 (2.59)の r の自由度

があることに注意されたい。つまり、M♮ 凸関数から式 (2.60)によって作り出したM凸関数

では常に r = 0であり、逆に r の異なるM凸関数から同じM♮ 凸関数が作り出される。

このようなM♮ 凸関数とM凸関数の関係（等価ではあるが、対応には自由度がある）は、L♮

凸関数と L凸関数の関係と同様である。

凸拡張可能性と最小性規準に関して，次の定理が成り立つ．この定理は、M♮ 凸関数に対す

る定理（定理 2.24，定理 2.25）と本質的に等価な内容である．

定理 2.26 ([62, 定理 6.42]). M凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

定理 2.27 ([62, 定理 6.26(1)]). 関数 f : Zn → R ∪ {+∞}がM凸関数のとき，x ∈ domZ f

が f の最小点であるためには，任意の i, j ∈ {1, 2, . . . , n}に対して

f(x) ≤ f(x− χi + χj)

となることが必要十分である．

2.3.3 M♮ 凸集合とM凸集合

M♮ 凸関数とM凸関数に対応する離散凸集合について説明する。

集合 S ⊆ Zn がM♮ 凸集合であるというのは，その標示関数 δS : Zn → R ∪ {+∞} がM♮

凸関数であるときであると定義される。同様に，標示関数 δS がM凸関数のとき，集合 S は

M凸集合と定義される．すなわち，

S がM♮ 凸集合 ⇐⇒ δS がM♮ 凸関数, (2.62)

S がM凸集合 ⇐⇒ δS がM凸関数 (2.63)

である。

M♮ 凸集合について、定義 (2.62)とM♮ 凸関数の交換公理 (M♮-EXC[Z]) から次の定理が成
り立つ。まず、集合に関する交換公理を定義する。

(B♮-EXC[Z]) 任意の x,y ∈ S と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある j ∈
supp−(x− y) ∪ {0}が存在して

x− χi + χj ∈ S かつ y + χi − χj ∈ S (2.64)

を満たす。

定理 2.28 ([65, 定理 5.4]). 集合 S ⊆ Zn が M♮ 凸集合であるためには，上記の交換公理

(B♮-EXC[Z])を満たすことが必要十分である．

例 2.6. 一般の nに対して，整数区間 [ℓ,u]Z（ただし，ℓ ∈ {Z∪{−∞}}n, u ∈ {Z∪{+∞}}n）
はM♮ 凸集合である．
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図 2.7. M♮ 凸集合の例

M凸集合について、定義 (2.63)とM凸関数の交換公理 (M-EXC[Z]) から次の定理が成り
立つ。まず、M♮ 凸集合の交換公理 (B♮-EXC[Z]) において，j を選ぶ範囲を j ∈ supp−(x−y)
に限定した次の交換公理を定義する。

(B-EXC[Z]) 任意の x,y ∈ S と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある j ∈
supp−(x− y)が存在して

x− χi + χj ∈ S かつ y + χi − χj ∈ S (2.65)

を満たす。

定理 2.29 ([65, 定理 5.6]). 集合 S ⊆ Zn が M 凸集合であるためには，上記の交換公理

(B-EXC[Z]) を満たすことが必要十分である．

交換公理 (B-EXC[Z]) から，M 凸集合 S は成分和が一定の超平面の上に乗っていること，

すなわち，ある整数 r に対して

S ⊆ {x ∈ Zn |
n∑

i=1

xi = r}

が成り立つことがわかる。

例 2.7. n = 2の場合のM凸集合は，ある l ∈ Z ∪ {−∞}, u ∈ Z ∪ {+∞}, r ∈ Zによって

{(x1, x2) ∈ Z2 | x1 + x2 = r, l ≤ x1 ≤ u}

と表される集合である．

M♮ 凸集合とM凸集合は簡単な不等式で記述できる。不等式の係数は 1と 0のどちらかで

あり，右辺には N = {1, 2, . . . , n}上の劣モジュラ集合関数が現れる．第 2.1.1節に述べたよ
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うに、ベクトル x ∈ Zn と部分集合 X ⊆ N に対して,

x(X) =
∑
i∈X

xi (2.66)

とする。M♮ 凸集合は劣モジュラ関数 ρと優モジュラ関数 µの組によって記述され、M凸集合

は劣モジュラ関数 ρによって記述される．

定理 2.30 ([65, 定理 5.9,定理 5.8]).

(1) 集合 S ⊆ Zn がM♮ 凸集合であるためには，ある整数値劣モジュラ集合関数 ρ : 2N →
Z ∪ {+∞} と整数値優モジュラ集合関数 µ : 2N → Z ∪ {−∞} が存在して

S = {x ∈ Zn | µ(X) ≤ x(X) ≤ ρ(X) (∀X ⊆ N)}

を満たすことが必要十分である．ただし ρ(∅) = µ(∅) = 0であって，

X,Y ⊆ N =⇒ ρ(X)− µ(Y ) ≥ ρ(X \ Y )− µ(Y \X)

を満たすとする．

(2) 集合 S ⊆ Zn が M 凸集合であるためには，ある整数値劣モジュラ集合関数 ρ : 2N →
Z ∪ {+∞} が存在して

S = {x ∈ Zn | x(X) ≤ ρ(X) (∀X ⊂ N), x(N) = ρ(N)}

を満たすことが必要十分である．ただし ρ(∅) = 0, ρ(N) < +∞とする．

整数値劣モジュラ集合関数 ρ : 2N → Z ∪ {+∞} によって定められる多面体

B(ρ) = {x ∈ Zn | x(X) ≤ ρ(X) (∀X ⊂ N), x(N) = ρ(N)} (2.67)

は基多面体と呼ばれるが、定理 2.30(2)で示したように、M凸集合と本質的に同じものである。

なお，定理 2.30より，M♮ 凸集合，M凸集合にはくぼみがない、すなわち

S = S ∩ Zn

が成り立つことが分かる．

連続変数の凸関数の実効定義域と最小化集合は凸集合であるが、それと同様に、離散 M♮

凸/M凸関数の場合は次のようになる。

定理 2.31 ([62, 命題 6.7]).

(1) M♮ 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} の実効定義域 domZ f はM♮ 凸集合である．

(2) M凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} の実効定義域 domZ f はM凸集合である．

定理 2.32 ([62, 命題 6.29]).

(1) M♮ 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} の最小化集合 argminZ f はM♮ 凸集合である．

(2) M凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} の最小化集合 argminZ f はM凸集合である．
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2.3.4 2次関数

2次関数がM♮ 凸関数であるための条件を考える．一般の n変数（離散変数）の 2次関数は

f(x) = x⊤Ax =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijxixj (x = (xi)
n
i=1 ∈ Zn) (2.68)

とあらわせる．ただし，係数行列 A の成分 aij は実数である。ここで任意の i, j について

aij = aji であるとしてよい。すなわち Aは対称行列としてよい。

関数 f(x)がM♮ 凸であることを，係数行列 Aに関する条件として表すと，次の定理のよう

になる．

定理 2.33 ([28, 65]). 式 (2.68)の 2次関数 f が domZ f = Zn の仮定の下でM♮ 凸関数であ

るための必要十分条件は，

{i, j} ∩ {k} = ∅ =⇒ aij ≥ min(aik, ajk), (2.69)

任意の (i, j)に対して aij ≥ 0 (2.70)

で与えられる．この条件は i = j の場合を含む。

上の条件 (2.69), (2.70)を n = 3の場合にあてはめると、対角要素については

a11 ≥ a12 = a21 ≥ 0,
a11 ≥ a13 = a31 ≥ 0,
a22 ≥ a21 = a12 ≥ 0,
a22 ≥ a23 = a32 ≥ 0,
a33 ≥ a31 = a13 ≥ 0,
a33 ≥ a32 = a23 ≥ 0

のように、同じ行（または列）の非対角要素よりも大きく、非対角要素 a12, a23, a31 につい

ては
a12 ≥ a23 = a31 または
a23 ≥ a31 = a12 または
a31 ≥ a12 = a23

のように、3つの値が等しいか、それとも最小値をとるものが 2つ現れるかのどちらかになる。

M♮ 凸 2次関数は、層族を用いて平方和分解ができる．層族とは、次の性質をもつ集合族で

ある。集合 {1, 2, . . . , n}の部分集合の族 T が、条件

X,Y ∈ T =⇒ X ∩ Y = ∅または X ⊆ Y または X ⊇ Y (2.71)

を満たすとき、集合族 T を層族という。

定理 2.34 ([28]). 2 次関数 f(x) が domZ f = Zn の仮定の下で M♮ 凸関数であるためには，

ある層族 T と正の実数 γX (X ∈ T ) によって

f(x) =
∑
X∈T

γX(
∑
i∈X

xi)
2 (2.72)
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と表現されることが必要十分である．また，この表現は一意に定まる．

例 2.8. 2次関数
f(x) = (x1 + x2)

2 + (x2 + x3)
2 + (x3 + x1)

2

はM♮ 凸関数である．{{1, 2}, {2, 3}, {3, 1}}は層族ではないが、

f(x) = (x1 + x2 + x3)
2 + x21 + x22 + x23

と変形することができるので、f(x) は層族 T = {{1, 2, 3}, {1}, {2}, {3}} を用いて式 (2.72)

の形式で表現できる。

例 2.9. 2次関数

f(x) = (x1 + x2)
2 + (x2 + x3)

2 + (x3 + x4)
2 + (x4 + x1)

2

はM♮凸関数ではない．これは式 (2.72)を満たすように見えるが、T = {{1, 2}, {2, 3}, {3, 4},
{4, 1}}は層族ではない．また、別の層族の表現も存在しない。

例 2.10. a1 > a2 > · · · > an > 0のとき，

aij = min(ai, aj) (1 ≤ i, j ≤ n) (2.73)

で定義される行列 A = (aij)は，条件 (2.69), (2.70)を満たす．例えば，n = 5のとき，

A =


a1 a2 a3 a4 a5
a2 a2 a3 a4 a5
a3 a3 a3 a4 a5
a4 a4 a4 a4 a5
a5 a5 a5 a5 a5

 (2.74)

であり，定理 2.34における表現式 (2.72)は

f(x) = (a1 − a2)x1
2 + (a2 − a3)(x1 + x2)

2 + (a3 − a4)(x1 + x2 + x3)
2

+ (a4 − a5)(x1 + x2 + x3 + x4)
2 + a5(x1 + x2 + x3 + x4 + x5)

2

となる．

2 次関数が M凸関数になる条件は次の定理で与えられる．これは M♮ 凸関数の場合の定理

2.33に対応する．

定理 2.35 ([28]). 式 (2.68)の 2次関数 f がM凸関数であるための必要十分条件は，

{i, j} ∩ {k, l} = ∅ =⇒ aij + akl ≥ min(aik + ajl, ail + ajk) (2.75)

で与えられる（i = j や k = lの場合を含む）．ただし，ある整数 r に対して

domZ f = {x ∈ Zn |
n∑

i=1

xi = r}

とする．
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2.3.5 M♮ 凸/M凸関数の例

M♮ 凸/M凸関数の基本的な例を挙げる．実効定義域については、M♮ 凸関数の場合はM♮ 凸

集合であること、M凸関数の場合はM凸集合であることを仮定する（定理 2.31）。Zn の全体

は M♮ 凸集合ではあるが、M 凸集合ではないことに注意する（L 凸集合とは状況が異なる）。

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Zn とする．

1次関数

ベクトル p ∈ Rn と実数 α ∈ Rによって定義される 1次関数

f(x) = α+ ⟨p,x⟩ (2.76)

は、実効定義域がM♮ 凸集合であればM♮ 凸関数であり、実効定義域がM凸集合であればM

凸関数である。

2次関数

実数係数の 2次関数

f(x) = x⊤Ax =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj (aij = aji ∈ R) (2.77)

を考える。定理 2.33に示したように、係数行列 A = (aij)が

{i, j} ∩ {k} = ∅ =⇒ aij ≥ min(aik, ajk), (2.78)

任意の (i, j)に対して aij ≥ 0 (2.79)

を満たすとき，f(x)はM♮ 凸関数である．ただし domZ f = Zn とする [28, 65]．また，

{i, j} ∩ {k, l} = ∅ =⇒ aij + akl ≥ min(aik + ajl, ail + ajk) (2.80)

のとき，f(x)はM凸関数である（定理 2.35）．ただし，ある r ∈ Zに対して

domZ f = {x ∈ Zn |
n∑

i=1

xi = r}

とする [65]．

分離凸関数

1変数の凸関数 φi (i = 1, 2, . . . , n) によって定義される分離凸関数

f(x) =

n∑
i=1

φi(xi) (2.81)

は、実効定義域がM♮ 凸集合であればM♮ 凸関数であり、実効定義域がM凸集合であればM

凸関数である。
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さらに，φ0 も 1変数の凸関数とするとき，擬分離凸関数

f(x) = φ0(
n∑

i=1

xi) +
n∑

i=1

φi(xi) (2.82)

は，Zn 上でM♮ 凸関数である．

層凸関数

{1, 2, . . . , n}の部分集合からなる層族 T と，各 X ∈ T に対応する 1変数の凸関数 φX か

ら作られる
f(x) =

∑
X∈T

φX(
∑
i∈X

xi) (2.83)

の形の関数を層凸関数と呼ぶ．層凸関数はM♮ 凸関数である．例えば，

f(x) = φ1(x1 + · · ·+ xn) + φ2(x2 + · · ·+ xn) + · · ·+ φn(xn) (2.84)

は M♮ 凸関数である．これは T = {{1, 2, . . . , n}, {2, 3, . . . , n}, . . . , {n}} の場合である．ま
た，T = {{1, 2, . . . , n}, {1}, {2}, . . . , {n}} の場合が擬分離凸関数 (2.82)にあたる．

一般のM♮ 凸関数は層凸関数とは限らないが、2次関数に限れば，すべてのM♮ 凸関数は層

凸関数である（定理 2.34）．

その他

M凸関数や M凸集合は、次のような場面にも現れる。最小木問題の目的関数は M凸関数

である。2部グラフ上のマッチング問題や最小費用流問題の最適値はM♮ 凸関数である。行列

やマトロイドの独立集合族はM♮ 凸集合，基族はM凸集合である．

2.3.6 連続変数のM♮ 凸/M凸関数

離散M♮凸/M凸関数の概念を、連続関数上に拡張する [70, 73, 74]。拡張の方法は、L♮凸/L

凸関数のときとは異なり、変数の定義域が単純に連続になるだけではない場面があることに注

意する。

連続変数のM♮ 凸関数

凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞}が

(M♮-EXC[R]) 任意の x,y ∈ Rn と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある

j ∈ supp−(x− y) ∪ {0}と α0 ∈ R+ が存在し，すべての α ∈ [0, α0]R に対して

F (x) + F (y) ≥ F (x− α(χi − χj)) + F (y + α(χi − χj)) (2.85)

の条件を満たすとき，関数 F はM♮ 凸関数と定義される。この条件は、連続変数のM♮ 凸関

数の交換公理と呼ばれる。
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x1 x1

x2 x2
G(0, 0) = 0

G(1, 1) = 0

G(0, 1) = 1

G(1, 0) = 1

F (0, 0) = 1
F (1, 1) = 1

F (0, 1) = 0

F (1, 0) = 0

L♮ 凸関数 M♮ 凸関数

図 2.8. 連続変数の劣モジュラ関数（左）と優モジュラ関数（右）

離散変数の場合と同様に，M♮ 凸関数 F は優モジュラであり，不等式

F (x) + F (y) ≤ F (x ∨ y) + F (x ∧ y) (x,y ∈ Rn) (2.86)

が成り立つ．この優モジュラ性を表す不等式は、変数 x,y が連続変数になっていることを除

いて、離散変数の関数に関する優モジュラ性 (2.57) の不等式と同じである。

定理 2.36 ([62, 定理 6.51]). M♮ 凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞} は優モジュラである．ただし、
逆は成り立たない。つまり、優モジュラである連続変数の関数がM♮ 凸関数になるとは限らな

い。

例 2.11. 離散変数の場合と同様に，凸性と劣モジュラ性は独立した性質である。n = 2の場

合の例を図 2.8に示す。これは図 2.6の凸拡張でもある。

G(x1, x2) = |x1 − x2| は L♮ 凸関数であり、劣モジュラである。

F (x1, x2) = |x1 + x2 − 1| はM♮ 凸関数であり、優モジュラである。

連続変数のM凸関数

M♮ 凸関数の交換公理 (M♮-EXC[R])において，j を選ぶ範囲を j ∈ supp−(x− y)に狭めた
条件を満たす F をM凸関数という．すなわち，F : Rn → R ∪ {+∞}がM凸関数であると

いうのは，F は凸関数であって、交換公理

(M-EXC[R]) 任意の x,y ∈ Rn と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある

j ∈ supp−(x− y)と α0 ∈ R+ が存在し，すべての α ∈ [0, α0]R に対して

F (x) + F (y) ≥ F (x− α(χi − χj)) + F (y + α(χi − χj)) (2.87)
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を満たすときである．この条件から，M凸関数 F の実効定義域は成分和が一定の超平面の上

に乗っていること，すなわち，ある実数 r に対して

domR F ⊆ {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = r} (2.88)

が成り立つことがわかる。

定義により，M 凸関数は M♮ 凸関数の特殊ケースである。しかし両者は本質的には等価

な概念であり，次のように互いに変換しあうことができる。n 変数の M♮ 凸関数 F : Rn →
R ∪ {+∞}が与えられたとき，n+ 1変数の関数 F̃ : Rn+1 → R ∪ {+∞}を

F̃ (x, xn+1) =

{
F (x) (xn+1 = −

∑n
i=1 xi)

+∞ (その他)
(x ∈ Rn, xn+1 ∈ R) (2.89)

によって定義すると，F̃ はM凸関数になる．逆に，n変数のM凸関数 F : Rn → R∪{+∞}が
与えられたとき，式 (2.88)を満たす r ∈ Rを用いて、n−1変数の関数 F̂ : Rn−1 → R∪{+∞}
を

F̂ (y) = F (y, r −
n−1∑
i=1

yi) (y ∈ Rn−1) (2.90)

によって定義すると，F̂ はM♮ 凸関数になる．このようなM♮ 凸関数とM凸関数が等価であ

るという構造は、離散変数と連続変数のどちらにも共通であり、L♮ 凸関数/L凸関数の場合に

も共通である。

最小性規準

M♮ 凸/M凸関数は凸関数であるから，局所最小解が大域最小解となる。局所最小解である

ことは，式 (2.4)の「xは F の極小点 ⇐⇒ 任意の dに対して F ′(x;d) ≥ 0」によって確認

できるが，方向の離散性があるので，特定の方向 dへの方向微分を調べればよい．

定理 2.37 ([62, 定理 6.52]).

(1) 関数 F : Rn → R ∪ {+∞} がM♮ 凸関数のとき，x ∈ domR F が F の最小点であるた

めには，任意の i, j ∈ {0, 1, . . . , n}に対して

F ′(x;−χi + χj) ≥ 0

となることが必要十分である．

(2) 関数 F : Rn → R ∪ {+∞} がM凸関数のとき，x ∈ domR F が F の最小点であるため

には，任意の i, j ∈ {1, 2, . . . , n}に対して

F ′(x;−χi + χj) ≥ 0

となることが必要十分である．
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2.3.7 連続変数のM♮ 凸/M凸集合

連続変数のM♮ 凸/M凸関数に対応する凸集合について説明する。

集合 S ⊆ Rn がM♮ 凸集合であるというのは，その標示関数 δS : Rn → R ∪ {+∞} がM♮

凸関数であるときであると定義される。同様に，標示関数 δS がM凸関数のとき，集合 S は

M凸集合と定義される．すなわち，

S がM♮ 凸集合 ⇐⇒ δS がM♮ 凸関数, (2.91)

S がM凸集合 ⇐⇒ δS がM凸関数 (2.92)

である。式 (2.91)と式 (2.92)で δS が閉真凸関数ならば、M♮ 凸/M凸集合は閉集合である。

M♮ 凸集合について、定義 (2.91)とM♮ 凸関数の交換公理 (M♮-EXC[R]) から次の定理が成
り立つ。まず、集合に関する交換公理を定義する。

(B♮-EXC[R]) 任意の x,y ∈ S と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある

j ∈ supp−(x− y) ∪ {0}と α0 ∈ R+ が存在し、すべての α ∈ [0, α0]R に対して

x− α(χi − χj) ∈ S かつ y + α(χi − χj) ∈ S (2.93)

を満たす。

定理 2.38 ([65, 定理 6.23(1)]). 閉集合 S ⊆ Rn がM♮ 凸集合であるためには，上記の交換公

理 (B♮-EXC[R])を満たすことが必要十分である．

M凸集合について、定義 (2.92)とM凸関数の交換公理 (M-EXC[R]) から次の定理が成り
立つ。まず、M♮ 凸集合の交換公理 (B♮-EXC[R]) において，j を選ぶ範囲を j ∈ supp−(x−y)
に限定した次の交換公理を定義する。

(B-EXC[R]) 任意の x,y ∈ S と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある j ∈
supp−(x− y)と α0 ∈ R+ が存在し、すべての α ∈ [0, α0]R に対して

x− α(χi − χj) ∈ S かつ y + α(χi − χj) ∈ S (2.94)

を満たす。

定理 2.39 ([65, 定理 6.23(2)]). 閉集合 S ⊆ Rn がM凸集合であるためには，上記の交換公

理 (B-EXC[R]) を満たすことが必要十分である．

M♮ 凸集合とM凸集合の特徴付けは、不等式を用いて表すこともできる。その表現は、定理

2.30を Rn 上に拡張した、次の形になる。

定理 2.40 ([65, 定理 6.24]).

(1)集合 S ⊆ RnがM♮凸集合であるためには，ある劣モジュラ集合関数 ρ : 2N → R∪{+∞}
と優モジュラ集合関数 µ : 2N → R ∪ {−∞} が存在して

S = {x ∈ Rn | µ(X) ≤ x(X) ≤ ρ(X) (∀X ⊆ N)}
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と表現されることが必要十分である．ただし ρ(∅) = µ(∅) = 0であって，

X,Y ⊆ N =⇒ ρ(X)− µ(Y ) ≥ ρ(X \ Y )− µ(Y \X)

を満たすとする．

(2)集合 S ⊆ RnがM凸集合であるためには，ある劣モジュラ集合関数 ρ : 2N → R∪{+∞}
が存在して

S = {x ∈ Rn | x(X) ≤ ρ(X) (∀X ⊂ N), x(N) = ρ(N)}

と表現されることが必要十分である．ただし ρ(∅) = 0, ρ(N) < +∞とする．

M♮ 凸集合とM凸集合はどちらも凸多面体であるので、M♮ 凸集合をM♮ 凸多面体、M凸集

合をM凸多面体とも呼ぶ。

2.3.8 連続変数のM♮ 凸/M凸関数の例

連続変数の M♮ 凸/M凸関数の基本的な例を挙げる．実効定義域の閉包については、M♮ 凸

関数の場合はM♮ 凸多面体であること、M凸関数の場合はM凸多面体であることを仮定する。

しかし L♮ 凸/L凸関数とは異なり、実行定義域を任意のM♮ 凸/M凸多面体に制限したときに

M♮ 凸/M凸性が保たれるとは限らない。

Rn の全体はM♮ 凸多面体ではあるが、M凸多面体ではないことに注意する（L凸多面体と

は状況が異なる）。x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn とする．

1次関数

ベクトル p ∈ Rn と実数 α ∈ Rによって定義される 1次関数

F (x) = α+ ⟨p,x⟩ (2.95)

は、実効定義域がM♮ 凸多面体であればM♮ 凸関数であり、実効定義域がM凸多面体であれ

ばM凸関数である。

2次関数

実数係数の 2次関数

F (x) = x⊤Ax =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj (aij = aji ∈ R) (2.96)

は、係数行列 A = (aij)が

{i, j} ∩ {k} = ∅ =⇒ aij ≥ min(aik, ajk), (2.97)

任意の (i, j)に対して aij ≥ 0 (2.98)

を満たすとき，F (x)はM♮ 凸関数である．ただし domR F = Rn とする [65]．また，

{i, j} ∩ {k, l} = ∅ =⇒ aij + akl ≥ min(aik + ajl, ail + ajk) (2.99)
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のとき，F (x)はM凸関数である．ただし，ある r ∈ Rに対して

domR F = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = r}

とする [65]．これらの条件は、離散変数の場合の必要十分条件（定理 2.33、定理 2.35）とも

同じ形をしているが、連続変数の場合は十分条件であって必要条件ではないことに注意する。

（次に述べる例 2.12参照。）

なお Aが正則のとき、F (x)が domR F = Rn の仮定のもとでM♮ 凸関数になるための必要

十分条件は、A−1 が L♮ 凸関数の条件 (2.29)を満たすことである [65, 71]。

例 2.12. 行列

A =

 5 3 2
3 5 3
2 3 5


の逆行列は

A−1 =
1

51

 16 −9 −1
−9 21 −9
−1 −9 16


であり、L♮ 凸関数の条件 (2.29)を満たすので、式 (2.96)の関数 F : R3 → R ∪ {+∞}は連続
変数のM♮ 凸関数である。しかしながら行列 Aは、連続変数のM♮ 凸関数の十分条件 (2.97),

(2.98)を満たしていない。またこの条件は離散変数の M♮ 凸関数の条件でもあるので、F (x)

を x ∈ Z3 に制限した離散関数は、M♮ 凸関数ではない。

分離凸関数

1変数の凸関数 φi (i = 1, 2, . . . , n) によって定義される分離凸関数

F (x) =

n∑
i=1

φi(xi) (2.100)

は、実効定義域がM♮ 凸多面体であればM♮ 凸関数であり、実効定義域がM凸多面体であれ

ばM凸関数である。

さらに，φ0 も 1変数の凸関数とするとき，擬分離凸関数

F (x) = φ0(

n∑
i=1

xi) +

n∑
i=1

φi(xi) (2.101)

は，Rn 上でM♮ 凸関数である．

層凸関数

{1, 2, . . . , n}の部分集合からなる層族 T と，各 X ∈ T に対応する 1変数の凸関数 φX か

ら作られる
F (x) =

∑
X∈T

φX(
∑
i∈X

xi) (2.102)
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の形の層凸関数はM♮ 凸関数である．例えば，

F (x) = φ1(x1 + · · ·+ xn) + φ2(x2 + · · ·+ xn) + · · ·+ φn(xn) (2.103)

は M♮ 凸関数である．これは T = {{1, 2, . . . , n}, {2, 3, . . . , n}, . . . , {n}} の場合である．ま
た，T = {{1, 2, . . . , n}, {1}, {2}, . . . , {n}} の場合が擬分離凸関数 (2.82)にあたる．

離散変数の場合とは異なり、連続変数の場合は、例 2.12のように、層凸関数ではない 2次

のM♮ 凸関数が存在する。
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第 3章

L凸関数の連続緩和と最小化

3.1 概要

離散凸解析においては、L♮ 凸/L凸関数とM♮ 凸/M凸関数という 2種類の離散凸性が定義

され、互いに共役な関係にあることが明らかにされている。このうち L♮ 凸/L凸関数は、劣モ

ジュラ集合関数と密接な関係にあり、また在庫管理理論における「Millerの離散凸関数」 [47]

や、シフトスケジューリング問題にあらわれるマルチモジュラ性 [3, 41]とも等価な概念であ

る [64]。この章では、このように実用上も重要な概念である離散 L♮ 凸/L凸関数に対して、連

続緩和による新しい最小化手法を提案する。

離散 L♮ 凸関数とは、関数 g : Zn → R ∪ {+∞}のうち、離散中点凸性（式 (2.7)）

g(p) + g(q) ≥ g

(⌈
p+ q

2

⌉)
+ g

(⌊
p+ q

2

⌋)
(∀p, q ∈ Zn) (3.1)

をもつものである。

離散 L凸関数とは、L♮ 凸関数のうち、1方向の線形性（式 (2.13)）

(TRF[Z]) ある実数 r が存在して，任意の p ∈ Zn に対して

g(p+ 1) = g(p) + r (3.2)

をもつものであるが、最小化を考える上では r = 0を前提とする。（そうでなければ、いくら

でも関数値を小さくすることができるので、最小化することに意味がなくなる。）

L♮ 凸関数と L凸関数は等価に書き換えができるので、アルゴリズムとしては離散 L♮ 凸関数

について記述する。離散 L♮ 凸関数の最小化アルゴリズムは、大きく分けて、(a) 素朴な降下

法、(b)スケーリング法、(c)連続緩和法の 3種類ある。このうち (c)が提案手法である。3種

類のアルゴリズムは、それぞれ (a)最小性規準、(b)格子間隔を粗くした場合の近接定理、(c)

格子間隔を無限に細かくした場合の近接定理に基づいたものである。

この章では、(c)の手法に必要な、格子間隔を無限に細かくした場合の近接定理を証明する。

そして、この 3種類のアルゴリズムについて、C言語プログラムによる実装を行い、性能比較

を行う。その結果、提案手法である (c)がもっとも効率的であることを述べる。
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3.2 最小化アルゴリズムの基本形

3.2.1 離散変数関数の場合

離散 L♮ 凸/L凸関数には大域的最小点を特徴づける局所的な最小性規準があることを、定理

2.5と定理 2.8で次のように述べた。

定理 3.1.

(1) 関数 g : Zn → R ∪ {+∞}が L♮ 凸関数のとき、p ∈ domZ g が g の最小点であるために

は，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

g(p) ≤ min{g(p− q), g(p+ q)} (3.3)

となることが必要十分である．

(2) 関数 g : Zn → R ∪ {+∞} が L凸関数で，式 (3.2)で r = 0であるとする．p ∈ domZ g

が g の最小点であるためには，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

g(p) ≤ g(p+ q) (3.4)

となることが必要十分である．

離散 L♮ 凸関数を最小化するアルゴリズムとしては，この定理 3.1(1)による大域最小性の局

所的な特徴付けから，自然に最急降下法 [62, 第 10.3.1節]を導くことができる．

L♮ 凸関数の最小化アルゴリズム（最急降下法）: SD(g,p)

Input: 離散 L♮ 凸関数 g と初期解 p ∈ domZ g

Output: g の一つの最小解

Step 1: g(p+ εχX)を最小化する ε ∈ {1,−1}と X ⊆ {1, 2, . . . , n}を探す．
Step 2: もし g(p) ≤ g(p+ εχX)であれば，pを返す（pは g の最小解の一つ）．

Step 3: p := p+ εχX として Step 1に戻る．

アルゴリズムの計算量解析のために、関数 g の実効定義域 domZ g は有界であると仮定し、

K∞ = max{∥p− q∥∞ | p, q ∈ domZ g} (3.5)

とおく [39]．また g の関数値は、定数時間 Tfunc で得られるものと仮定する。

手順 Step 1，つまり定理 3.1(1)の検証は，劣モジュラ集合関数の最小化を 2回実行するこ

とに相当する。これは多項式時間で行うことができる [35, 81, 85]．手順 Step 1から Step 3

までの反復回数は、実効定義域の大きさに比例して O(K∞)である [20, 39, 75, 77]．したがっ

て、劣モジュラ集合関数の最小解が O(S)回の関数評価で求められるとすると，最急降下法で

は g の最小解は O(STfuncK∞)の計算時間で求められる．つまり，最急降下法は（多項式時間

ではなく）擬多項式時間アルゴリズムである．
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3.2.2 連続変数関数の場合

連続変数の L♮ 凸/L凸関数にも、離散関数と同様の最小性規準があることを、定理 2.19で

次のように述べた。

定理 3.2.

(1) 関数 G : Rn → R ∪ {+∞} が L♮ 凸関数のとき，点 p ∈ domRGが Gの最小点である

ためには，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

G′(p; q) ≥ 0, G′(p;−q) ≥ 0

となることが必要十分である．

(2) 関数 G : Rn → R ∪ {+∞} が L凸関数のとき，点 p ∈ domRGが Gの最小点であるた

めには，G′(p;1) = 0，かつ，任意の q ∈ {0, 1}n に対して

G′(p; q) ≥ 0

となることが必要十分である．

この最小性規準の存在にもかかわらず、連続 L♮ 凸/L 凸関数には特徴的な最小化アルゴリ

ズムが確立されているわけではない。連続 L♮ 凸/L 凸関数の最小化においても、一般の凸関

数の最小化で用いられる準ニュートン法のようなアルゴリズムが用いられる。ただし、関数の

ヘッセ行列が特殊な場合には、効率的な最小化アルゴリズムの開発も期待される。いずれにし

ても、離散 L♮ 凸/L凸関数の最小化に比べると、連続 L♮ 凸/L凸関数の最小化にかかる計算量

は実際上は少ないと言える。

3.3 スケーリング

離散関数の最小解を求めるアルゴリズムを高速化する手法の 1 つに、スケーリング法があ

る。ここでは、まずスケーリングの基本的な考え方を述べ、次に離散 L♮ 凸/L凸関数にどのよ

うに適用されるかを述べる。離散 L♮ 凸/L凸関数にはこの手法が効率的に働き、容易に多項式

時間の最小化アルゴリズムが実現される。

3.3.1 スケーリングの考え方

スケーリングの基本的なアイデアは、離散格子点の格子を間引くことにある。格子を間引く

と精密さはなくなるが、関数の実効定義域が実質的に小さくなるので、最小化が高速に行える

ことが期待される。最小解の位置は、間引く前後で近いところにあることが多い。離散関数の

性質によっては近さを理論的に解析できる場合があり、この距離を保証するのがスケーリング

の近接定理である。

例えば、与えられた離散関数を最小化することを考える。同時に、偶数格子点だけに間引い

た関数も考える。つまり、f : Zn → Rが与えられたとして、偶数格子点上の f を取り出した



46 第 3 章 L凸関数の連続緩和と最小化

 0  1  2  3  4  5  6

 

 

x

f(x)

f2(
x
2 )

図 3.1. 離散変数のスケーリング

関数 f2 を
f2(x) = f(2x)

として作る。

domZ f2 は domZ f に比べると、その要素の個数は 1/2n ほどの大きさである。argminZ f2

と argminZ f に単純な関係性があれば、比較的容易に求められる argminZ f2（に含まれる解）

を利用することで、argminZ f（に含まれる解）を効率的に求めることができる。

このことを 1 変数の場合に描いたのが図 3.1 である。f : Z → R の最小化を次のようにし
て行う。まず f2(x)の最小化を行う。f2( 42 )で最小となることがわかるので、次に x = 4から

f(x)の最小化を行う。すると容易に f(3)で最小化が完了する。更に再帰的に、最初の f2(x)

の最小化にも、
f4(x) = f2(2x)

と定義した f4 の最小化の結果を利用することもできる。

一般に，離散変数の関数 f : Zn → R ∪ {+∞} と正の整数 αおよび b ∈ Zn に対して，

fα(x) = f(αx+ b) (x ∈ Zn) (3.6)

で定義される関数 fα : Zn → R ∪ {+∞}はスケーリングと呼ばれる。スケーリングを再帰的
に適用するアルゴリズムは，スケーリング法と呼ばれる。

関数 f : Zn → R ∪ {+∞}をスケーリングした関数 fα の最小点（あるいは極小点）を yα

とするとき，yα を用いて計算した f の近似最小点

xα = αyα + b (3.7)

に関して，真の最小点 x∗ との距離の近さを保証する定理は、近接定理と呼ばれる。1変数の

場合は、f が離散凸であれば容易に

xα − (α− 1) ≤ x∗ ≤ xα + (α− 1) (3.8)
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が成り立つことがわかる。多変数の場合にも，後述するように、L♮ 凸/L 凸関数と M♮ 凸/M

凸関数に対して近接定理が成り立つ．

3.3.2 L凸関数に対するスケーリング

関数 g : Zn → R∪{+∞} と正の整数 αおよび b ∈ Zn に対して，gのスケーリング (3.6)を

gα(p) = g(αp+ b)

とする．

L♮ 凸/L凸関数は、スケーリングを行っても L♮ 凸/L凸性を保持し続ける。これは（後述す

る）M♮ 凸/M凸関数とは異なる、重要な性質である。

命題 3.3 ([62, 定理 7.11(1),定理 7.10(2)]).

(1) 関数 g : Zn → R ∪ {+∞} が L♮ 凸関数ならば，gα も L♮ 凸関数である．

(2) 関数 g : Zn → R ∪ {+∞} が L凸関数ならば，gα も L凸関数である．

L♮ 凸/L 凸集合についても、同様にスケーリングの関係がある。集合 S と集合 Sα に関し

て、ある正の整数 αおよび b ∈ Zn が存在して

Sα = {p ∈ Zn | αp+ b ∈ S}

を満たすとする。このとき、それぞれの標示関数 δS : Zn → R ∪ {+∞} と δSα : Zn →
R ∪ {+∞}の間には、

δSα(p) = δS(αp+ b)

の関係が成り立つので、次の命題の成り立つことがわかる。

命題 3.4.

(1) 集合 S が L♮ 凸集合ならば，集合 Sα も L♮ 凸集合である．

(2) 集合 S が L凸集合ならば，集合 Sα も L凸集合である．

3.3.3 スケーリングの近接定理

L♮ 凸/L凸関数に対する近接定理は，スケーリングされた関数 gα の極小点 qα から、(3.7)

に従って
pα = αqα + b

として計算した点 pα の近くに，g の最小点 p∗ が存在することを保証する．なお，命題 3.3，

定理 3.1により，gα の極小点は gα の最小点である．

定理 3.5 ([62, 定理 7.18][36]). αを正整数とする．

(1) g : Zn → R ∪ {+∞} を L♮ 凸関数とし，pα ∈ domZ g とする．任意の q ∈ {0, 1}n に対
して

g(pα) ≤ min{g(pα − αq), g(pα + αq)}
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ならば，argminZ g ̸= ∅であって，

pα − n(α− 1)1 ≤ p∗ ≤ pα + n(α− 1)1

を満たす p∗ ∈ argminZ g が存在する．

(2) g : Zn → R ∪ {+∞} を g(p) = g(p + 1) (∀p ∈ Zn) を満たす L 凸関数とし，

pα ∈ domZ g とする．任意の q ∈ {0, 1}n に対して

g(pα) ≤ g(pα + αq)

ならば，argminZ g ̸= ∅であって，

pα ≤ p∗ ≤ pα + (n− 1)(α− 1)1

を満たす p∗ ∈ argminZ g が存在する．

3.3.4 スケーリング法

上の近接定理を利用して L♮ 凸関数 g を最小化するアルゴリズム [62, 第 10.3.2節]を示す．

L♮ 凸関数の最小化アルゴリズム（スケーリング法）: SCALING(g,p)

Input: 離散 L♮ 凸関数 g と初期解 p ∈ domZ g

Output: g の一つの最小解

Step 0: k := ⌈log2K∞⌉, qk+1 := 0とおく．

Step 1: αk := 2k とおく。

gk(q) := g(p+ αkq), domZ gk := {q ∈ Zn | 2qk+1 − n1 ≤ q ≤ 2qk+1 + n1}
として最急降下法 SD(gk, 2qk+1)を呼び出し、得られた最小解を qk とする。

Step 2: k = 0ならば p+ q0 を返す（p+ q0 は g の最小解の一つ）．

Step 3: k := k − 1として Step 1に戻る.

手順 Step 1で呼び出す最急降下法 SD(gk, 2qk+1)では、関数の定義域が小さいので、必要

な計算量はO(nSTfunc)ですむ。手順 Step 1から Step 3の反復は、ちょうど (⌈log2K∞⌉+1)

回であるので、全体の計算量は O(nSTfunc⌈log2K∞⌉) となり、スケーリング法は多項式時間
で終了することがわかる [62, 第 10.3.2節]．

3.4 連続緩和

一般に、離散最適化問題などで、離散変数の整数条件を緩めて連続変数に置き換えることは

連続緩和と呼ばれ、連続緩和された問題は連続緩和問題、その解は連続緩和解と呼ばれる。ま

ず連続緩和問題を解き、得られた連続緩和解を元に離散解を求め直すという工夫は、連続緩和

法と呼ばれ、整数計画問題や混合整数計画問題でもよく用いられる手法である。一般に緩和し

た連続変数の問題のほうが解きやすく、高速化に役立つことが多い。
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=⇒
離散化

⇓ 連続化（凸拡張）

⇐=

離散化

図 3.2. 関数の離散化と連続化

本節では、連続緩和法を L♮ 凸/L 凸関数の最小化に適用する。離散凸関数における連続緩

和は、スケーリングとはいわば逆の操作、つまり格子を（間引くのではなく）詰めることを、

無限に繰り返した末に行き着く姿ととらえることもできる。その意味では、スケーリングでは

L♮ 凸/L凸性が保存され近接定理が成立したように、連続緩和によっても類似する性質が見い

だせることを期待する。

まず、連続変数の関数から離散変数の関数を作り出すことと、その逆の操作がどのように行

われるのかを述べてから、提案手法である連続緩和法について説明する。

3.4.1 一般の凸関数に対する離散化と連続化

一般の連続変数の関数 F : Rn → R ∪ {+∞} の離散化は，定義域を Zn に制限することに

よって定義される．すなわち，

f̂(x) = F (x) (x ∈ Zn) (3.9)

で定められる関数 f̂ : Zn → R ∪ {+∞} が F の離散化である。この自然な定義によって、離

散化は一意に定まる。また、元の関数の情報が失われていることに注意する（図 3.2の上）。

これに対して、連続化には自由度が考えられるので、連続化の操作の定義には工夫を要す

る。離散変数の関数 f : Zn → R ∪ {+∞} が凸拡張可能とは，条件 (2.5):

F (x) = f(x) (x ∈ Zn)

を満たす凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞} が存在することであるが、これを満たす関数は一意に
定まらない。しかし、f の凸拡張の中で各点での値が最大のものは一意に定まり、

f(x) = sup{g(x) | g : Rn → R ∪ {+∞} は閉真凸関数で g(y) ≤ f(y) (∀y ∈ Zn)} (3.10)
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（ただし x ∈ Rn）で与えられ，f の凸閉包と呼ばれる．ここでは，関数 f が凸拡張可能である

場合に限って連続化の操作を考えることとし，一意に定まる f の凸閉包 f を f の連続化と定

義することにする。

集合 S に対しては，S を含む最小の凸集合を S の凸包と呼んで S と表す。これが集合に対

する連続化の操作にあたる．標示関数 δS を用いると，δS = δS が成り立つ．

3.4.2 L凸関数に対する離散化と連続化

L♮ 凸/L凸関数が凸拡張可能であることを、定理 2.4と定理 2.7で次のように述べた。した

がって連続化が存在する。

定理 3.6.

(1) L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

(2) L凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

L♮ 凸/L凸関数と L♮ 凸/L凸集合について，離散化と連続化が L♮ 凸/L凸性を保つかどうか

を考える．結論としては、スケーリングと同様に、L♮ 凸/L凸性は離散化と連続化のどちらの

場合にも保たれる。まず離散化について述べる。

定理 3.7.

(1) 連続変数の L♮ 凸関数の離散化 (3.9)は，離散変数の L♮ 凸関数である．

(2) 連続変数の L凸関数の離散化 (3.9)は，離散変数の L凸関数である．

次に，連続化について述べる。

定理 3.8.

(1) 離散変数の L♮ 凸関数の連続化 (3.10)は，連続変数の L♮ 凸関数である．

(2) 離散変数の L凸関数の連続化 (3.10)は，連続変数の L凸関数である．

これらの定理の特殊ケースとして、関数が標示関数である場合を考えると、集合の離散化と

連続化に関する定理が導かれる．

定理 3.9.

(1) L♮ 凸多面体に含まれる整数ベクトルの全体は，離散の L♮ 凸集合である．

(2) L凸多面体に含まれる整数ベクトルの全体は，離散の L凸集合である．

定理 3.10.

(1) 離散の L♮ 凸集合の凸包は，L♮ 凸多面体である．

(2) 離散の L凸集合の凸包は，L凸多面体である．
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3.4.3 連続緩和問題の定義

連続緩和問題の定義には、次の定理が有用である．凸拡張した関数として、閉真凸関数がと

れる。

定理 3.11 ([62, 第 7.8節]).

(1) 任意の離散 L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞} に対して，ある連続変数の閉真 L♮ 凸関数

G : Rn → R ∪ {+∞} が存在して，任意の p ∈ Zn に対して G(p) = g(p) を満たし，また

domRGが domZ g の閉凸包となる．

(2) 任意の離散 L 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞} に対して，ある連続変数の閉真 L 凸関数

G : Rn → R ∪ {+∞} が存在して，任意の p ∈ Zn に対して G(p) = g(p) を満たし，また

domRGが domZ g の閉凸包となる．

この定理の関数 Gの例としては、式 (3.10)で定義した g の連続化（凸閉包）が挙げられる。

連続緩和問題の定義を行う。離散 L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞}に対して，

g(p) = G(p) (p ∈ Zn), (3.11)

domRGが domZ g の閉凸包 (3.12)

の条件を満たす連続変数の閉真 L♮ 凸関数 G : Rn → R ∪ {+∞} の最小化を連続緩和問題とす
る。このような関数 Gの存在は定理 3.11によって保証されている。以下では Gを離散 L♮ 凸

関数 g に対する「連続緩和の L♮ 凸関数」と表現する。

3.4.4 連続緩和の近接定理

離散 L♮ 凸関数の最小解と、その連続緩和問題の最小解との近接性について述べる。どちら

の最小解も唯一とは限らないので、近接定理が任意の最小解について成り立つのか、それとも

ある最小解について成り立つのか、注意を払う必要がある。

ここでは 2 つの近接定理を示す。1 つめは、離散 L♮ 凸関数の任意の離散最小解の近傍に，

ある連続緩和解が存在することを示すものである。

定理 3.12. g : Zn → R∪{+∞}を離散 L♮ 凸関数，G : Rn → R∪{+∞}を連続緩和の L♮ 凸

関数とし，argminRG ̸= ∅を満たすとする．このとき，任意の p∗ ∈ argminZ g に対して，あ

る p̄ ∈ argminRGが存在して，

p∗ − n1 ≤ p̄ ≤ p∗ + n1 (3.13)

を満たす．

定理 3.12の証明は，後ほど第 3.5節で与える．

提案する最小化アルゴリズムが本当に必要としているのは，定理 3.12のいわば逆方向の定

理である．すなわち，任意の連続緩和解の近傍に，ある離散最小解が存在することを示した
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い．次に述べる 2つめの近接定理はそのことを示すものであり，本章の主となる成果である．

ここでは Gの実効定義域が有界であると仮定する．なお閉真凸関数は、定義域が有界であれ

ば最小化集合が非空となるので（第 2章参照）、argminRG ̸= ∅となる。

定理 3.13. g : Zn → R ∪ {+∞}を離散 L♮ 凸関数，G : Rn → R ∪ {+∞}を連続緩和の L♮

凸関数とし、domRGが有界であると仮定する．このとき，任意の p̄ ∈ argminRGに対して，

ある p∗ ∈ argminZ g が存在して，

p̄− n1 ≤ p∗ ≤ p̄+ n1 (3.14)

を満たす．

定理 3.13の証明も，後ほど第 3.5節で与える．

なお、gとGが L♮ 凸関数ではなくて L凸関数の場合は、式 (3.13)と式 (3.14)は、それぞれ

p∗ − (n− 1)1 ≤ p̄ ≤ p∗ + (n− 1)1, (3.15)

p̄− (n− 1)1 ≤ p∗ ≤ p̄+ (n− 1)1 (3.16)

となる。

3.4.5 連続緩和法

ここでは連続緩和法のアルゴリズムを提案する．この手法は，初期解を連続緩和解とした最

急降下法である．最小化したい離散 L♮ 凸関数 g : Zn → R ∪ {+∞}に対して，連続緩和の L♮

凸関数 G : Rn → R∪ {+∞}が知られていて、かつ argminRG ̸= ∅を満たすことを仮定する．
Gが容易に最小化できれば，提案する連続緩和法によって g を効率的に最小化できる．

L♮ 凸関数の最小化アルゴリズム（連続緩和法）: RELAX(g,G)

Input: 離散 L♮ 凸関数 g と連続緩和の L♮ 凸関数 G

Output: g の一つの最小解

Step 1: p̄ ∈ argminRGを見つける．

Step 2: p̄を整数ベクトルに丸めて p ∈ domZ g を得る．

Step 3: 最急降下法 SD(g,p)の値を返す．

連続緩和解を高速に見つけることができれば，2つめの近接定理 (定理 3.13) によって，提

案する連続緩和法は効率的に実行できることがわかる．定義により連続 L♮ 凸関数は凸関数で

あるので，手順 Step 1で緩和解 p̄を見つけるために，Gに連続変数の凸関数最小化アルゴリ

ズムを用いることができる．Step 3の最急降下法 SD(g,p)の内部での反復回数は，定理 3.13

より，O(n)である．（初期解を特定しない最急降下法であれば，反復回数が O(K∞)となると

ころである．）したがって，Step 1での緩和解を見つけるのに必要な計算量を Trelax、Step 2

での整数ベクトルに丸める操作に必要な計算量を Tround で表すと，連続緩和法が g の最小解

を求めるのに必要な計算量は O(Trelax + Tround + nSTfunc)となる．
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なお、第 3.4.3節では連続緩和の L♮ 凸関数 Gの例として g の閉凸包による連続化を挙げた

が、関数値の計算に多くの計算量がかかるため、連続緩和法には適さない。

3.5 近接定理の証明

連続緩和の 2つの近接定理（定理 3.12と定理 3.13）の証明を与える [54, 56]．

3.5.1 連続緩和の近接定理の証明

定理 3.12の証明. 整数 s ≥ 2について，gs : Zn → R ∪ {+∞}を

gs(p) := G(
p

s
) (p ∈ Zn)

と定義する．このとき、式 (3.11)の

g(p) = G(p) (p ∈ Zn)

の関係を用いると、
g(p) = gs(sp) (p ∈ Zn) (3.17)

を満たすことがわかる。

任意の p, q ∈ Zn と 0 ≤ α ∈ Zについて，

gs(p) + gs(q) = G(
p

s
) +G(

q

s
)

≥ G((
p

s
− α

s
1) ∨ q

s
) +G(

p

s
∧ (
q

s
+
α

s
1))

= G(
(p− α1) ∨ q

s
) +G(

p ∧ (q + α1)

s
)

= gs((p− α1) ∨ q) + gs(p ∧ (q + α1))

が成り立つ．ただし，不等式は Gの並進劣モジュラ性 (SBF♮[R])より導かれた．これにより
gs が離散 L♮ 凸関数であることがわかる．

p∗ を g の最小解とする．g の最小性規準 (3.3)と式 (3.17)より，

gs(sp
∗) ≤ gs(sp

∗ ± sχX) (∀X ⊆ {1, 2, . . . , n})

が成り立つ．L♮ 凸関数のスケーリングされた局所最適性についての近接定理 (定理 3.5(1))を

gs, sp
∗ に適用すると，ある ps ∈ argminZ gs が存在して，

sp∗ − (s− 1)n1 ≤ ps ≤ sp∗ + (s− 1)n1 (3.18)

を満たすことがわかる．辺々を sで割ると

p∗ − n1 ≤ p∗ − s− 1

s
n1 ≤ ps

s
≤ p∗ + s− 1

s
n1 ≤ p∗ + n1

と変形できる．
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集合
K := {p ∈ Rn | p∗ − n1 ≤ p ≤ p∗ + n1}

を考える．K はコンパクト集合であるので，K に含まれる任意の数列は，収束部分列をもち，

極限点もK に含まれる．整数 k ≥ 1について，

sk = 2k, psk ∈ argminZ gsk ,
psk
sk

∈ K

とおく．数列 {psk

sk
}から収束部分列 {

pski

ski
}をとることができる。このとき

lim
i→∞

pski

ski

= p′ ∈ K

とおく．Gの連続性より，

lim
i→∞

G(
pski

ski

) = G( lim
i→∞

pski

ski

) = G(p′)

となる．このとき、粗い格子が細かい格子の部分集合を成すことから、{G(
pski

ski
)}は単調減少

数列

G(
psk1

sk1

) ≥ G(
psk2

sk2

) ≥ · · · ≥ G(
pski

ski

) ≥ · · ·

であり，
G(p′) ≤ G(

p2ki

2ki
) = min g2ki (i ∈ Z, i ≥ 1) (3.19)

であることに注意する．（この事実は下で用いる。）

次に，上で定めた p′ について G(p′) = minGつまり p′ ∈ argminRG であることを、背理

法を用いて証明する．そのために，G(p′) > minGであると仮定し，ε0 := G(p′)−minG > 0

とおく．p′′ ∈ argminRG を任意に固定する．このとき、任意の δ > 0 に対して、ある整数

n′ ∈ {ki | i = 1, 2, . . .}と

b0 = ⌊p′′⌋, bk ∈ {0, 1}n (k = 1, 2, . . . , n′)

を満たす数列 {bk}が存在して，

q :=
n′∑
k=0

bk
2k

(3.20)

が |p′′−q| < δを満たす．ここで 2n
′
q ∈ Zとなることに注意する．一方、Gの連続性により，

∀ε′ > 0, ∃δε′ > 0 : |x− y| < δε′ ⇒ |G(x)−G(y)| < ε′ (3.21)

が成り立つ．さて，式 (3.21)において x = p′′, ε′ = ε0
2 に対して定まる δε′ を δ とする。この

δ に対して式 (3.20) で定まる q は、|p′′ − q| < δε′ を満たすので |G(p′′) − G(q)| < ε0
2 とな

り、G(q) < minG+ ε0
2 が成り立つ。したがって

min g2n′ ≤ G(q) < minG+
ε0
2
< minG+ ε0 = G(p′)

となり，式 (3.19)に矛盾する．これより G(p′) = minGが証明された．すなわち、p̄として

p′ = lim
i→∞

pski

ski

がとれる。
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3.5.2 連続緩和の近接定理（逆）の証明

定理 3.13の証明. 定理 3.12を逆方向に用いるため，まずG : Rn → R∪{+∞}が唯一の最小
解 p̄ ∈ Rn をもつ場合を考える．このとき，すべての p∗ ∈ argminZ g が

p∗ − n1 ≤ p̄ ≤ p∗ + n1

を満たすことが，定理 3.12より直ちにわかる．また，この条件を満たす p∗ ∈ argminZ g が必

ず存在することもわかる．

次に、Gが唯一の最小解をもつとは限らない一般の場合を考える。この場合には、Gを摂動

して上の場合に帰着させる。最小解 p̄ ∈ argminRGを任意に 1つ定めて，任意の ε > 0に対

して，関数 Gε : Rn → R ∪ {+∞}と関数 gε : Zn → R ∪ {+∞}を

Gε(p) := G(p) + ε
n∑

i=1

(p(i)− p̄(i))2 (p ∈ Rn),

gε(p) := Gε(p) (p ∈ Zn)

と定義する．関数 Gε と関数 gε は，L♮ 凸関数である。明らかに、Gε は唯一の最小解 p̄をも

つ。さて，十分に小さな εを定めたとき，gε の最小化元 p∗ε ∈ argminZ gε が g の最小解とな

ることを示そう．Gの実効定義域は有界であると仮定したので，

K̃∞ = max{∥p− q∥∞ | p, q ∈ domRG}

が存在する。
g(p′) = min{g(p) | p ∈ domZ g \ argminZ g}

とする．すなわち、g(p′)は g の最小値とは異なる 2番目に小さい値である。摂動のパラメー

タ εを

0 < ε <
g(p′)−min g

nK̃2
∞

を満たす値に定める．p∗ε ∈ argminZ gε と p ∈ argminZ g に対して

gε(p
∗
ε) ≤ gε(p)

であるので、gε の定義を適用すると

g(p∗ε) ≤ g(p) + ε

n∑
i=1

{(p(i)− p̄(i))2 − (p∗ε(i)− p̄(i))2}

の成り立つことがわかる．ここで，p ∈ argminZ g より g(p∗ε) ≥ g(p)であるから、最後の和

の項は非負である．したがって，

g(p∗ε) ≤ g(p) +
g(p′)−min g

nK̃2
∞

n∑
i=1

{(p(i)− p̄(i))2 − (p∗ε(i)− p̄(i))2}

< g(p) + g(p′)−min g = g(p′)
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表 3.1. 実装した L♮ 凸関数最小化アルゴリズム

表記 アルゴリズム

SD 最急降下法 (第 3.2.1節)

SCALING スケーリング法 (第 3.3.4節)

RELAX 提案する連続緩和法 (第 3.4.5節)

が成り立つ．ここで g(p′)は 2番目に小さい値であったから、g(p∗ε)が最小値であること、す

なわち p∗ε ∈ argminZ g であることがわかる．

連続関数の最小解が唯一の場合の事実を適用することによって、p∗ε ∈ argminZ g が

p∗ε − n1 ≤ p̄ ≤ p∗ε + n1

を満たすことが証明される。

3.6 実験的評価

提案する連続緩和法の性能を、既存のアルゴリズムと比較した。この数値実験から、既存の

アルゴリズムよりも提案手法がはるかに高速であることがわかった．

表 3.1に示す 3通りの離散 L♮ 凸関数最小化アルゴリズムを C言語で実装し，性能を比較し

た．以下のライブラリを利用した．

• Nocedal による ‘L-BFGS’ *1 と，工藤による C++ 言語用インタフェース *2 は準

ニュートン法の実装で，連続関数最適化を行う [44]．このルーチンには目的関数の勾配

が必要であるので，差分で近似した．1つの差分を得るのに n+ 1回の関数評価が必要

である．このライブラリは RELAX（提案する連続緩和法）でのみ用いた．

• 岩田による ‘SFM8’ は，Iwata–Fleischer–Fujishige [35] の実装で，劣モジュラ関数を

高速に最小化する．必要な関数評価回数は，劣モジュラ関数の最大の絶対値をM とし

て，O(n5 log2M)回である．

• 斎藤・松本による ‘SIMD-oriented Fast Mersenne Twister’ *3 は擬似乱数を生成する．

問題例を生成するのに利用した．

問題例に用いた離散 L♮ 凸関数は

g(p) =
n∑

i=1

hi(p(i)) +
∑

1≤i<j≤n

hij(p(i)− p(j)) (p ∈ Zn)

*1 http://www.ece.northwestern.edu/~nocedal/lbfgs.html

*2 http://chasen.org/~taku/software/misc/lbfgs/

*3 http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/~m-mat/MT/SFMT/
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と表されるものである．ただし，

hi(z) = ai(z − ci)
2 + bi(z − ci), hij(z) = aijz

2 + bijz

は 1変数関数である．連続緩和法では，連続緩和の L♮ 凸関数として

G(p) =

n∑
i=1

hi(p(i)) +
∑

1≤i<j≤n

hij(p(i)− p(j)) (p ∈ Rn)

を用いた．1つの nにつき 10問の問題例を生成した．整数の係数は、

1 ≤ ai, aij ≤ n,

− n2 ≤ bi, ci, bij ≤ n2

の範囲から一様ランダムに選んだ．初期解は，各問題例ごとに

−10n ≤ p0(i) ≤ 10n

を満たす整数格子点からランダムに選んだ．

計算機環境は HP dx5150 SF/CT, AMD Athlon 64 3200+ processor (2.0GHz, 512KB L2

cache), 4GB memory, Vine Linux 4.1 (kernel 2.6.16), gcc 3.3.6である．

ここで実装した 3種類のアルゴリズム（SD, SCALING, RELAX）では，どれも最小化し

たい L♮ 凸関数の値のみを用いており、関数の内部構造は利用していない．そして問題ごとに，

最小化に必要となった関数評価回数と計算時間を測定した．数値計算の結果は図 3.3にまとめ

た．図 3.3の上のグラフは両対数グラフであり，縦軸は関数評価回数 C，横軸は関数の次元 n

である．図 3.3の下のグラフも両対数グラフであり，縦軸は計算時間 T，横軸は関数の次元 n

である．これより，関数評価回数 C について、すべてのアルゴリズムで logC と log nが比例

していることが読み取れる．つまり，ある l を用いて C = O(nl)と表せることになる．計算

時間 T についても同様に T = O(nl)と表せる．l を最小二乗法であてはめて求めた値を、表

3.2にまとめた．関数評価回数のオーダーでも RELAXがもっとも小さいことがわかる。

以上のように，計算機実験によって，ランダムなテスト問題に対して，連続緩和法は先行手

法よりも高速に L♮ 凸関数を最小化できることが確かめられた．
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図 3.3. L♮ 凸関数最小化に必要な目的関数の評価回数と計算時間

表 3.2. L♮ 凸関数最小化にかかった計算量（測定値）

アルゴリズム SD SCALING RELAX

関数評価回数 C n3.3 n2.8 n2.5

計算時間 T n4.6 n4.4 n4.5
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第 4章

M凸関数の連続緩和と最小化

4.1 概要

既に述べたように、離散凸解析においては、L♮ 凸/L凸関数とM♮ 凸/M凸関数という 2種

類の離散凸性が定義され、互いに共役な関係にあることが明らかにされている。このうちM♮

凸/M凸関数はマトロイドと密接な関係にあり、M♮ 凸/M凸関数の最小化問題は、最小木問題

や最小凸費用流問題、資源配分問題などを含む実用上も重要な問題である。この章では、離散

M♮ 凸/M凸関数の最小化問題に対して、連続緩和手法を適用することを考える。

離散M♮ 凸関数とは、関数 f : Zn → R ∪ {+∞}のうち、交換公理（式 (2.56)）

(M♮-EXC[Z]) 任意の x,y ∈ Zn と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある

j ∈ supp−(x− y) ∪ {0}が存在して

f(x) + f(y) ≥ f(x− χi + χj) + f(y + χi − χj) (4.1)

を満たすものである。

離散M凸関数とは、関数 f : Zn → R ∪ {+∞}のうち、交換公理（式 (2.58)）

(M-EXC[Z]) 任意の x,y ∈ Zn と任意の i ∈ supp+(x − y) に対して，ある j ∈
supp−(x− y)が存在して

f(x) + f(y) ≥ f(x− χi + χj) + f(y + χi − χj) (4.2)

を満たすものである。M♮ 凸関数と M 凸関数は等価に書き換えができるので（第 2.3.2 節参

照）、最小化アルゴリズムとしては離散M凸関数について記述する。

離散M凸関数最小化（あるいは類似する最小化問題）のアルゴリズムとしては、大きく分

けて、(a)素朴な降下法、(b)スケーリング法、(c)連続緩和法の 3種類が考えられる。（また、

それぞれに領域縮小法を組み合わせることもある。）3種類のアルゴリズムは、それぞれ (a)最

小性規準、(b)格子間隔を粗くした場合の近接定理、(c)格子間隔を無限に細かくした場合の近

接定理に基づいたものである。

本章では、離散M凸関数の枠組みとして、(c)連続緩和法を提案する。そのために必要な、

格子間隔を無限に細かくした場合の近接定理も証明する。そして、M 凸関数最小化問題の特
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殊ケースである資源配分問題のいくつかの問題クラスについて、個別の近接定理を証明して計

算量を詳しく解析する。

資源配分問題の特殊ケースのいくつかの問題クラスに対しては、例えば Hochbaum–

Hong [30]によって連続緩和法が提案されており、目的関数が 2次の場合の計算量が解析され

ている。本章では, この手法の適用対象を M 凸関数最小化に一般化するものである。一般化

した結果、対象全体の最悪ケースの計算量を改善できることが証明されているわけではない

が、いくつか重要な問題クラスに対しては計算量を改善する。なお、計算量の解析において

は、M凸関数の評価回数を規準にするだけでなく、資源配分問題の特殊ケースに対しては、目

的関数の構造を規定した上で関数値の算出にかかる計算量を削減する工夫を行い、先行研究と

比較する。

4.1.1 M凸関数最小化問題

M凸関数最小化問題の定式化を行う．M凸関数最小化問題は

(MC) Minimize f(x) subject to x ∈ domZ f

と定式化される．ここで f : Zn → R ∪ {+∞} はM凸関数である．次の性質は (MC)に対す

る連続緩和の定義に有用である．

定理 4.1 ([62, 第 6.11節]).

(1) 任意の離散M♮ 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}に対して，ある連続変数の閉真M♮ 凸関数

F : Rn → R ∪ {+∞} が存在して，任意の x ∈ Zn に対して F (x) = f(x) を満たし，また

domR F が domZ f の閉凸包となる．

(2) 任意の離散 M 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} に対して，ある連続変数の閉真 M 凸関数

F : Rn → R ∪ {+∞} が存在して，任意の x ∈ Zn に対して F (x) = f(x) を満たし，また

domR F が domZ f の閉凸包となる．

この定理の関数 F の例としては、式 (3.10)で定義した f の連続化（凸閉包）が挙げられる。

この性質に基づいて，(MC) の連続緩和 (MC) を

(MC) Minimize F (x) subject to x ∈ domR F

と定義する．ただし F : Rn → R ∪ {+∞} は閉真M凸関数であり，すべての x ∈ Zn に対し

て F (x) = f(x)を満たし，また domR F が domZ f の閉凸包とする．

4.2 最小化アルゴリズムの基本形

4.2.1 離散変数関数の場合

離散M♮ 凸/M凸関数には最小性規準があることを、定理 2.25と定理 2.27で次のように述

べた。
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定理 4.2.

(1) 関数 f : Zn → R ∪ {+∞}がM♮ 凸関数のとき，x ∈ domZ f が f の最小点であるため

には，任意の i, j ∈ {0, 1, . . . , n}に対して

f(x) ≤ f(x− χi + χj)

となることが必要十分である．

(2) 関数 f : Zn → R∪ {+∞}がM凸関数のとき，x ∈ domZ f が f の最小点であるために

は，任意の i, j ∈ {1, . . . , n}に対して

f(x) ≤ f(x− χi + χj)

となることが必要十分である．

離散M凸関数を最小化するアルゴリズムとしては，この定理 4.2(2)による大域最小性の局

所的な特徴付けから，自然に最急降下法 [62, 第 10.1.1節]を導くことができる．

M凸関数の最小化アルゴリズム（最急降下法）: SD(f,x)

Input: 離散M凸関数 f と初期解 x ∈ domZ f

Output: f の一つの最小解

Step 1: f(x− χi + χj)を最小化する i, j ∈ {1, . . . , n}(i ̸= j)を探す．

Step 2: もし f(x) ≤ f(x− χi + χj)であれば，xを返す（xは f の最小解の一つ）．

Step 3: x := x− χi + χj として Step 1に戻る．

アルゴリズムの計算量解析のために、関数 f の実効定義域 domZ f は有界であると仮定し、

K1 = max{∥x− y∥1 | x,y ∈ domZ f} (4.3)

とおく．また f の関数値は、定数時間 Tfunc で得られるものと仮定する。

手順 Step 1，つまり定理 4.2(2)の検証は，O(n2Tfunc)の計算時間で終了する。手順 Step 1

から Step 3までの反復回数は、実効定義域の大きさに比例して O(K1)である。したがって、

最急降下法では f の最小解は O(n2TfuncK1)の計算時間で求まる．つまり，最急降下法は（多

項式時間ではなく）擬多項式時間アルゴリズムである．

4.2.2 連続変数関数の場合

連続変数のM♮ 凸/M凸関数にも、離散関数と同様の最小性規準があることを、定理 2.37で

次のように述べた。

定理 4.3.

(1) 関数 F : Rn → R ∪ {+∞} がM♮ 凸関数のとき，x ∈ domR F が F の最小点であるた

めには，任意の i, j ∈ {0, 1, . . . , n}に対して

F ′(x;−χi + χj) ≥ 0
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となることが必要十分である．

(2) 関数 F : Rn → R ∪ {+∞} がM凸関数のとき，x ∈ domR F が F の最小点であるため

には，任意の i, j ∈ {1, . . . , n}に対して

F ′(x;−χi + χj) ≥ 0

となることが必要十分である．

最小化における連続 M♮ 凸/M 凸関数の状況は、連続 L♮ 凸/L 凸関数とまったく同じであ

る。つまり、この最小性規準の存在にもかかわらず、連続M♮ 凸/M凸関数には特徴的な最小

化アルゴリズムが確立されているわけではない。連続 M♮ 凸/M 凸関数の最小化においても、

一般の凸関数の最小化で用いられる準ニュートン法のようなアルゴリズムが用いられるが、離

散M♮ 凸/M凸関数に比べて最小化にかかる計算量は少ないと言える。

4.2.3 M凸関数最小化問題の新しい貪欲アルゴリズム

M 凸関数最小化問題 (MC) に対する新しい貪欲アルゴリズムを提案する [53]．この貪欲ア

ルゴリズムは，第 4.4.3節で述べる連続緩和法で用いる．文献 [52, 88]で提案された既存の貪

欲アルゴリズムと比べると，類似点は多いが，より高速に動作する．

このアルゴリズムは，定理 4.2(2) で述べた問題 (MC) の最小性規準を利用している．この

局所的な性質から、M凸関数の最小解を含む領域に関する次の有益な定理が得られる．なお、

第 2.1.1節で述べたように N = {1, 2, . . . , n}とする。

定理 4.4 ([87, 定理 2.2]). argminZ f ̸= ∅と仮定する．y ∈ domZ f と h ∈ N について，次

が成り立つ．

(i) 成分 i ∈ N が
f(y + χi − χh) = min

i′∈N
f(y + χi′ − χh)

の条件を満たすとき，ある y∗ ∈ argminZ f が存在して

y∗(i) ≥ (y + χi − χh)(i) = y(i) + 1− χh(i)

を満たす *1．

(ii) 成分 j ∈ N が
f(y + χh − χj) = min

j′∈N
f(y + χh − χj′)

の条件を満たすとき，ある y∗ ∈ argminZ f が存在して

y∗(j) ≤ (y + χh − χj)(j) = y(j)− 1 + χh(j)

を満たす．

*1 χh(i)の値は、i = hのとき 1、i ̸= hのとき 0であることに注意。
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次に (MC) に対するアルゴリズムを述べる．関数の定義域に含まれる初期ベクトル y◦ ∈
domZ f が与えられているものとする．

M凸関数の最小化アルゴリズム: NewGreedy(f,y◦)

Input: 離散M凸関数 f と初期解 y◦ ∈ domZ f

Output: f の一つの最小解

Step 0: y := y◦ とし，すべての要素 k ∈ N について ℓ(k) := −∞, u(k) := +∞ と
する．

Step 1: ℓ(h) < u(h)を満たす要素 h ∈ N を任意に選ぶ．

Step 2: ℓ ≤ y + χi1 − χh ≤ u の制約の下で f(y + χi1 − χh) を最小化する要素

i1 ∈ N を求める．

Step 3: ℓ ≤ y − χi2 + χh ≤ u の制約の下で f(y − χi2 + χh) を最小化する要素

i2 ∈ N を求める．

Step 4: もし h = i1 = i2 であれば Step 5に進む．もし h ̸= i1 であれば Step 6に進

む．どちらでもなければ（つまり h ̸= i2 であれば）Step 7に進む．

Step 5: ℓ(h) := y(h), u(h) := y(h)と更新して Step 8に進む．

Step 6: ℓ ≤ y + χi1 − χj1 ≤ u の制約の下で f(y + χi1 − χj1) を最小化する要素

j1 ∈ N \ {i1} を求める．ℓ(i1) := y(i1) + 1, u(j1) := y(j1)− 1, y := y+χi1 −χj1 と

更新して Step 8に進む．

Step 7: ℓ ≤ y − χi2 + χj2 ≤ u の制約の下で f(y − χi2 + χj2) を最小化する要素

j2 ∈ N \ {i2} を求める．u(i2) := y(i2)− 1, ℓ(j2) := y(j2) + 1, y := y−χi2 +χj2 と

更新して Step 8に進む．

Step 8: もしすべての要素 k ∈ N について ℓ(k) = u(k)を満たせば，f の最小解の 1

つとして y を出力して終了する．そうでなければ Step 1に戻る．

以下では、まずこのアルゴリズムの正当性を述べ、次に計算量を解析する。

正当性

補題 4.5. y ∈ domZ f と h ∈ N について，次が成り立つ．

(i) ある y∗ ∈ argminZ f が y∗(h) ≤ y(h) − 1を満たすとする．このとき，i ∈ N が存在して

i ̸= hかつ f(y + χi − χh) = mini′∈N f(y + χi′ − χh)を満たす．

(ii) ある y∗ ∈ argminZ f が y∗(h) ≥ y(h) + 1を満たすとする．このとき，j ∈ N が存在して

j ̸= hかつ f(y + χh − χj) = minj′∈N f(y + χh − χj′)を満たす．

証明. (i)だけを証明する．(ii)は同様に示せる．f(y+χi−χh) ≤ f(y)を満たす i ∈ N \{h}
の存在を示せば十分である．h ∈ supp+(y − y∗)であるので，f の交換公理 (M-EXC[Z])に
よって，

f(y) + f(y∗) ≥ f(y − χh + χi) + f(y∗ + χh − χi) (4.4)

を満たす i ∈ supp−(y − y∗) の存在が保証される．また y∗ ∈ argminZ f であるので，
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f(y∗ +χh −χi) ≥ f(y∗)となり，これと式 (4.4)より f(y) ≥ f(y −χh +χi)となる．この

とき i ̸= hであることに注意する．

補題 4.6. i, j ∈ N と α, β ∈ Zについて，次が成り立つ．ただし，ある y′,y′′ ∈ argminZ f

が存在して y′(i) ≥ αかつ y′′(j) ≤ β とする．

(i) j ̸= iであれば，ある y∗ ∈ argminZ f が存在して，y∗(i) ≥ αかつ y∗(j) ≤ β を満たす．

(ii) j = iかつ α ≤ β であれば，ある y∗ ∈ argminZ f が存在して，α ≤ y∗(i) ≤ β を満たす．

証明. y′ は y′(i) ≥ α を満たす f の最小解であり，y′′ は y′′(j) ≤ β を満たす f の最小解で

あり，y′′ が y′′(j) ≤ β となるすべての最小解の中で y′′(i)の値を最大にするとする．ここで

y′′(i) < αと仮定し，矛盾を導く．i ∈ supp+(y′−y′′)であるので，f の交換公理 (M-EXC[Z])
によって

f(y′) + f(y′′) ≥ f(y′ − χi + χh) + f(y′′ + χi − χh)

を満たす h ∈ supp−(y′ − y′′) が存在することが保証される．y′,y′′ ∈ argminZ f である

ので，この不等式から y′ − χi + χh,y
′′ + χi − χh ∈ argminZ f であることがわかる．

y∗ = y′′ +χi −χh とおく．j ̸= iのとき，y∗ ∈ argminZ f となり，y∗(j) ≤ y′′(j) ≤ β，従っ

て y∗(i) > y′′(i)となり，y′′ の仮定に矛盾する．j = iかつ α ≤ β のとき，y∗ ∈ argminZ f

となり，y′′(i) < y∗(i) ≤ α ≤ β となり，y′′ の仮定に矛盾する．従って，いずれの場合も

y′′(i) ≥ αが成り立つ．

ベクトル ℓ ∈ (Z ∪ {−∞})n と u ∈ (Z ∪ {+∞})n に対して，f を区間 [ℓ,u]に制限した関

数 fuℓ : Zn → R ∪ {+∞}を

fuℓ (y) =

{
f(y) (ℓ ≤ y ≤ u),
+∞ (その他)

(y ∈ Zn) (4.5)

と定義する．関数のM凸性は，この制限操作によっても保存される．

補題 4.7 ([57, 補題 2.5]). ベクトル ℓ ∈ (Z ∪ {−∞})n と u ∈ (Z ∪ {+∞})n について，式
(4.5)によって定義された関数 fuℓ : Zn → R ∪ {+∞}は、

domZ f
u
ℓ = {y ∈ Zn | y ∈ domZ f, ℓ ≤ y ≤ u} ̸= ∅

である限り、M凸関数になる。

アルゴリズムの正当性を証明する．

補題 4.8. アルゴリズム NewGreedyにおいて、区間 [ℓ,u]は常に f の最小解の 1つを含む．

証明. 反復回数についての数学的帰納法を用いて証明する．アルゴリズムの最初の段階で，

[ℓ,u]が f の最小解を含むことは明らかである．
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まず，Step 4 で h = i1 = i2 が成り立つ場合を考える．関数 fuℓ が式 (4.5) で定義さ

れているとすると，関数 fuℓ は補題 4.7 より M 凸であることがわかる．帰納法の仮定に

より，argminZ f
u
ℓ ⊆ argminZ f が成り立つ．定理 4.4 を fuℓ に適用すると，ある y′,y′′ ∈

argminZ f
u
ℓ が存在して，y

′(h) ≥ y(h)かつ y′′(h) ≤ y(h)を満たすことがわかる．そして，補

題 4.6 (ii)より，y(h) ≤ y∗(h) ≤ y(h)を満たす y∗ ∈ argminZ f
u
ℓ の存在することがわかる．

従って，Step 5の ℓ(h)と u(h)の更新の後に，[ℓ,u]は f 最小解を含む．

次に，Step 4 で h ̸= i1 となる場合を考える．定理 4.4 (i) を fuℓ に適用すると，ある

y′ ∈ argminZ f
u
ℓ が存在して，y

′(i1) ≥ y(i1) + 1 を満たすことがわかる．定理 4.4 (ii) と

補題 4.5 (ii) より，ある y′′ ∈ argminZ f
u
ℓ が存在して，y

′′(j1) ≤ y(j1) − 1 を満たすことが

わかる．そして補題 4.6 (i) は，ある y∗ ∈ argminZ f
u
ℓ が存在して，y∗(i1) ≥ y(i1) + 1 と

y∗(j1) ≤ y(j1) − 1 を満たすことを保証する．従って，Step 6 の ℓ(i1) と u(j1) の更新の後，

[ℓ,u]は f の最小解を含むことがわかる．

Step 4で h ̸= i2 となる場合も同様である．よって補題の主張は証明された．

アルゴリズムの出力を yout と表す．アルゴリズムが終了するときには，ベクトル yout は

yout = ℓ = uとなる，つまり yout は [ℓ,u]に含まれる唯一のベクトルとなる．

ゆえに，補題 4.8より yout は f の最小解となる．

反復回数

ここからは，反復回数を解析する．

補題 4.9. Step 6あるいは Step 7が実行されると，∥y − yout∥1 は 2だけ減少する．

証明. アルゴリズムのどの反復においても，ベクトル ℓ は非減少であり，u は非増加である

ので，ベクトル yout は常に区間 [ℓ,u] に含まれている．Step 6 が実行されるときを考える．

（Step 7 についても同じように扱える．）Step 6 で，更新前のベクトル y を yold，更新後を

ynew で表す．同様に更新後のベクトル ℓと uを ℓnew と unew で表すと，

yout(i1) ≥ ℓnew(i1) = yold(i1) + 1 = ynew(i1) > yold(i1),

yout(j1) ≤ unew(j1) = yold(j1)− 1 = ynew(j1) < yold(j1)

となる．ゆえに，∥ynew − yout∥1 = ∥yold − yout∥1 − 2 が成り立つ．

補題 4.10. アルゴリズム NewGreedyは，O(n+ ∥y◦ − yout∥1)回の反復で終了する．

証明. アルゴリズムのどの反復においても，ベクトル ℓは非減少であり，uは非増加であるの

で，ある h ∈ N について一度 ℓ(h) = u(h)が成り立つと，その後の反復においても常に成立

ち続ける．ゆえに，Step 5は高々 n回実行される．加えて，∥y − yout∥1 の値は Step 5を実

行しても変化しない．補題 4.9により，Step 6と Step 7のどちらを実行しても ∥y − yout∥1
の値は 2 だけ減る．∥y − yout∥1 の初期値は ∥y◦ − yout∥1 であるので，Step 6 と Step 7 は

∥y◦ −yout∥1/2回実行される．ゆえに，アルゴリズム NewGreedyは O(n+ ∥y◦ −yout∥1)回
の反復で終了する．
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アルゴリズムの各反復は O(nTfunc) の計算時間で実行できることが容易にわかる．ただし

Tfunc は，与えられたM凸関数 f の，与えられたベクトル y ∈ Zn における関数値 f(y)を評

価するのにかかる計算時間を表す．ゆえに，次の結果が得られる．

定理 4.11. アルゴリズム NewGreedyは O(nTfunc(n+ ∥y◦ − yout∥1)) の計算時間でM凸関

数 f の最小解の 1つを出力する．

摂動

定理 4.11より，アルゴリズム NewGreedyにかかる計算時間は，初期ベクトル y◦ と，アル

ゴリズムで求められる M 凸関数 f の最小解 yout の間の距離に依存することがわかる．この

ため初期ベクトルに近い最小解を求めることに意義がある．文献 [63]で提案された修正と同

様の工夫をすると，このアルゴリズムの求める f の最小解が，常に y◦ からの L1 距離を最小

にするものになる．

その工夫とは，元の関数 f の代わりに，摂動関数

fε(y) = f(y) + ε∥y◦ − y∥1 (y ∈ Zn)

を用いることである．ただし εは十分に小さい正の数である．ε∥y◦ − y∥1 は y についての分

離凸関数であり，M凸関数と分離凸関数の和はM凸関数であるので，fε はM凸関数である．

εを十分小さい正数に選んでおけば，y∗ ∈ argminZ fε であるためには，y∗ ∈ argminZ f かつ

∥y◦ − y∗∥1 = min{∥y◦ − y∥1 | y ∈ argminZ f} の成り立つことが必要十分である．ゆえに，
fε の最小解を求めれば十分である．

アルゴリズム NewGreedyを摂動関数 fε に適用する．これは，εを陽に導入しなくても、手

順 Step 2, Step 3, Step 6, Step 7に次のルールを加えることで実現できる．

(Rule 1) ℓ ≤ y + χi − χh ≤ uの制約の下で，f(y + χi − χh)を最小化する要素 i

を求めるときには、もし y(i) < y◦(i)を満たす iがみつかればそれを採用し，なければ

任意の最小化する要素を採用する．

(Rule 2) ℓ ≤ y − χi + χh ≤ uの制約の下で，f(y − χi + χh)を最小化する要素 i

を求めるときには、もし y(i) > y◦(i)を満たす iがみつかればそれを採用し，なければ

任意の最小化する要素を採用する．

定理 4.12. アルゴリズム NewGreedyに (Rule 1)と (Rule 2)のルールを加えると，M凸関

数 f の 1つの最小解 y∗ のうち、

∥y◦ − y∗∥1 = min{∥y◦ − y∥1 | y ∈ argminZ f}

を満たすものが得られる．必要な計算時間は

O(nTfunc(n+min{∥y◦ − y∥1 | y ∈ argminZ f}))

である．
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最急降下法 SDでは O(n2TfuncK1)の計算時間がかかるのに比べて、摂動を加えたアルゴリ

ズム NewGreedyでは，nの次数が 1だけ小さく、反復回数に当たる項が n+min{∥y◦−y∥1 |
y ∈ argminZ f}と最小限に抑えられている点で高速化されている。

4.3 スケーリング

4.3.1 M凸関数に対するスケーリング

L♮ 凸/L凸関数の場合は、スケーリングを行っても L♮ 凸/L凸性が保持された。しかしなが

らM♮ 凸/M凸関数では、スケーリングを行うとM♮ 凸/M凸性は一般には保持されない。こ

のことを強調するために、次のように命題の形で示す。記号 fα は、(3.6)で定義した f のス

ケーリングを表す。

命題 4.13.

(1) 関数 f : Zn → R ∪ {+∞} がM♮ 凸でも，fα はM♮ 凸とは限らない．

(2) 関数 f : Zn → R ∪ {+∞} がM凸でも，fα はM凸とは限らない．

スケーリングによってM♮ 凸/M凸性が保持される例もある。2次関数や層凸関数 (2.83)が

そのような例である。

命題 4.14.

(1) 関数 f : Zn → R ∪ {+∞} が 2次M♮ 凸関数ならば，fα も 2次M♮ 凸関数である．

(2) 関数 f : Zn → R ∪ {+∞} が 2次M凸関数ならば，fα も 2次M凸関数である．

(3) 関数 f : Zn → R ∪ {+∞} が層凸関数ならば，fα も層凸関数である．

スケーリングによってM♮ 凸/M凸性が保持されない具体例を挙げる。

例 4.1 ([65, 例 7.13]). Z4 の部分集合

S = {c1(1, 0,−1, 0) + c2(1, 0, 0,−1) + c3(0, 1,−1, 0) + c4(0, 1, 0,−1) | ci ∈ {0, 1}}

はM凸集合である．しかし，2xが S に含まれる整数点 xの全体

S2 = {x ∈ Z4 | 2x ∈ S} = {(0, 0, 0, 0), (1, 1,−1,−1)}

はM凸集合でない．これを標示関数で解釈すると、次のように述べられる。集合 S の標示関

数 f = δS はM凸関数である．S2 はM凸集合でないので，集合 S2 の標示関数 f2 はM凸関

数でない．

4.3.2 スケーリングの近接定理

M♮ 凸/M 凸関数がスケーリングを行ったときに M♮ 凸/M 凸性を保持するかどうかにかか

わらず、次の近接定理が成り立つ。この定理は、M♮ 凸/M凸関数に関して、スケーリングさ
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れた関数 fα の極小点から (3.7)のように計算した点 xα の近くに，f の最小点 x∗ が存在する

ことを保証している。なお，命題 4.13により，fα の極小点は fα の最小点とは限らない。

定理 4.15 ([62, 定理 6.37][79]). αを正整数とする．

(1) f : Zn → R∪{+∞}をM♮凸関数とし，xα ∈ domZ f とする．任意の i, j ∈ {0, 1, . . . , n}
に対して

f(xα) ≤ f(xα + α(χj − χi))

ならば，argminZ f ̸= ∅であって，

xα − n(α− 1)1 ≤ x∗ ≤ xα + n(α− 1)1

を満たす x∗ ∈ argminZ f が存在する．

(2) f : Zn → R∪ {+∞} をM凸関数とし，xα ∈ domZ f とする．任意の i, j ∈ {1, . . . , n}
に対して

f(xα) ≤ f(xα + α(χj − χi))

ならば，argminZ f ̸= ∅であって，

xα − (n− 1)(α− 1)1 ≤ x∗ ≤ xα + (n− 1)(α− 1)1

を満たす x∗ ∈ argminZ f が存在する．

4.3.3 スケーリング法

L♮ 凸関数の場合と同じように、上の近接定理を利用してM凸関数 f を最小化するスケーリ

ング法のアルゴリズムを書き下すと、次のようになる。

M凸関数の最小化アルゴリズム（スケーリング法）: SCALING(f,x)

Input: 離散M凸関数 f と初期解 x ∈ domZ f

Output: f の一つの最小解

Step 0: k := ⌈log2K∞⌉, yk+1 := 0とおく．

Step 1: αk := 2k とおく。

fk(y) := f(x+ αky), domZ fk := {y ∈ Zn | 2yk+1 − n1 ≤ y ≤ 2yk+1 + n1}
として最急降下法 SD(fk, 2yk+1)を呼び出し、得られた最小解を yk とする。

Step 2: k = 0ならば x+ y0 を返す（x+ y0 は f の最小解の一つ）．

Step 3: k := k − 1として Step 1に戻る.

ただし、このアルゴリズムが多項式時間で終了する保証があるのは、スケーリングした fk

もM凸関数である場合に限られる。つまり、f が 2次M凸関数や層凸関数などであれば高速

に動作するが、一般のM凸関数に対しては、正しい結果を返すものの、多項式時間で終了す

る保証がない [52]。
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スケーリングした fk も M 凸関数である場合の計算量を解析すると、次のようになる。手

順 Step 1で呼び出す最急降下法 SD(fk, 2yk+1)の計算量は O(n3)である。手順 Step 1から

Step 3の反復は、ちょうど (⌈log2K∞⌉+1)回であるので、全体の計算量は O(n3⌈log2K∞⌉)
となり、スケーリング法は多項式時間で終了することがわかる [88]．

一般の M 凸関数でも多項式時間で終了するスケーリング法としては、Shioura [88] と

Tamura [91]のアルゴリズムが知られている。このうち Shiouraのアルゴリズムは動作が単純

で、前述のアルゴリズムの動作を一部修正するだけでよい。つまり、探索のステップサイズを

1で行い、実際に移動するステップサイズは αk とする。もう一方の Tamuraのアルゴリズム

のアイデアは、軸ごとのスケーリングサイズを独立して変化させることにある。

4.4 連続緩和

4.4.1 M凸関数に対する離散化と連続化

M♮ 凸/M 凸関数が凸拡張可能であることを、定理 2.24 と定理 2.26 で次のように述べた。

したがって任意のM♮ 凸/M凸関数に対して、その連続化が存在する。

定理 4.16.

(1) M♮ 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

(2) M凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞}は凸拡張可能である.

ここではM♮ 凸/M凸関数とM♮ 凸/M凸集合について，離散化と連続化がM♮ 凸/M凸性を

保つかどうかを考える．結論としては、連続化については M♮ 凸/M 凸性は保たれるものの、

離散化については、一般にはM♮ 凸/M凸性は保たれない。このため、連続緩和法が L♮ 凸/L

凸関数よりも設計しにくい。

まず離散化について詳しく述べる。連続変数の M♮ 凸/M 凸関数が、交換公理 M-EXC[R],
M♮-EXC[R]を α = 1の場合も含めて満たせば、離散化してもM♮ 凸/M凸関数となるが、一

般にはそうはならない。

命題 4.17.

(1) 連続変数のM♮ 凸関数の離散化 (3.9)は，離散変数のM♮ 凸関数とは限らない．

(2) 連続変数のM凸関数の離散化 (3.9)は，離散変数のM凸関数とは限らない．

離散化するとM♮ 凸/M凸性を失う関数の例としては，例 2.12 に示した 2次関数がある．逆

に，条件 (2.97), (2.98) を満たす行列で定義される 2次関数は離散化してもM♮ 凸関数であり

（定理 2.33），条件 (2.99) を満たす行列で定義される 2次関数は離散化してもM凸関数である

（定理 2.35）．

次に，連続化ついて述べる．次の定理が成り立つ。

定理 4.18.

(1) 離散変数のM♮ 凸関数の連続化 (3.10)は，連続変数のM♮ 凸関数である．
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(2) 離散変数のM凸関数の連続化 (3.10)は，連続変数のM凸関数である．

これらの命題と定理の特殊ケースとして、関数が標示関数である場合を考えると、集合の離

散化に関する命題と、集合の連続化（凸包）に関する定理が導かれる．

命題 4.19.

(1) M♮ 凸多面体 S に含まれる整数ベクトルの全体 S ∩ Zn は，離散のM♮ 凸集合とは限ら

ない．しかし，S が有界でその頂点がすべて整数ベクトルの場合には，S ∩ Zn は離散の M♮

凸集合である *2．

(2) M凸多面体 S に含まれる整数ベクトルの全体 S ∩ Zn は，離散のM凸集合とは限らな

い．しかし，S が有界でその頂点がすべて整数ベクトルの場合には，S ∩ Zn は離散のM凸集

合である．

定理 4.20.

(1) 離散のM♮ 凸集合の凸包は，M♮ 凸多面体である．

(2) 離散のM凸集合の凸包は，M凸多面体である．

4.4.2 連続緩和の近接定理

連続緩和に基づくアルゴリズムの効率性は，元の問題の最適解と連続緩和の最適解との距離

に依存するため，この 2つの最適解の近さを理論的に保証する「近接定理」が重要になる。本

章における主な成果は，問題 (MC) に対する近接定理であり，元の (MC)とその連続緩和問題

(MC)の最適解の L∞ 距離が n− 1以下であると主張するものである [53]．

定理 4.21 ((MC)に対する L∞ 距離の近接定理). n ≥ 2とする。

(i) (MC) の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(MC) のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して

∥x∗ − y∗∥∞ < n− 1を満たす.

(ii) (MC) の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して, (MC) のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して

∥y∗ − x∗∥∞ < n− 1を満たす.

この定理の証明は第 4.7.1節で与える. この定理は，(MC)の最適解が存在するときに限り

(MC)の最適解が存在することも意味している．定理 4.21に現れる n− 1という限界値は、後

に示す第 4.6.3節の例 4.3により、これより改善できないことがわかる。

次に L1 距離に関する近接定理に関する結果を述べる．定理 4.21から，(MC)に関する次の

系が直ちに得られる．

系 4.22 ((MC)に対する L1 距離の近接定理). n ≥ 2とする。

(i) (MC) の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(MC) のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して

*2 S が有界でなくても，任意の整数区間 [a, b]Z との共通部分 S ∩ [a, b]Z の頂点がすべて整数ベクトルであれば
よい．(2)においても同様．
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∥x∗ − y∗∥1 < n(n− 1)を満たす.

(ii) (MC) の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(MC) のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して

∥y∗ − x∗∥1 < n(n− 1)を満たす.

4.4.3 連続緩和法

連続緩和手法に基づく M 凸関数最小化問題 (MC) の新しいアルゴリズムを提案する．第

4.2.3節で提案した新しい貪欲法を用いる。

f : Zn → R ∪ {+∞}がM凸関数であるとする．F (y) = f(y) (∀y ∈ Zn)を満たす閉真M

凸関数 F : Rn → R∪ {+∞}が与えられていて，domR F が domZ f の閉凸包であると仮定す

る．f を最小化するアルゴリズムは次のようになる．

M凸関数の最小化アルゴリズム（連続緩和法）: RELAX(f, F )

Input: 閉真M凸関数 f と連続緩和のM凸関数 F

Output: f の一つの最小解

Step 1: 閉真M凸関数 F の最小解の 1つを求め，x∗ ∈ domR F とする．

Step 2: ∥y◦ − x∗∥1 < nを満たす整数ベクトルを求め，y◦ ∈ domZ f とする．

Step 3: y◦ を初期解として，アルゴリズム NewGreedyをM凸関数 f に対して適用する．

domR F は，M凸集合 domZ f の閉凸包であるので，整数格子点上の基多面体となる（定理

4.20）．ゆえに，任意の x ∈ domR F に対して，ある整数ベクトル y ∈ domR F ∩Zn = domZ f

が存在して，∥y − x∥∞ < 1を満たし，このベクトル y は ∥y − x∗∥1 < nも満たす．

第 4.4.2節で示した近接定理を用いると，提案手法の計算時間は次の定理のようになる．こ

こで Trelax は (MC) の連続緩和解を求めるのに必要な計算時間を表し，Tround は (MC) の得

られた実行可能解 x ∈ Rn を (MC) の実行可能解 y ∈ Zn に条件 ∥y − x∥1 < n を満たしな

がら丸めるのに必要な計算時間を表すとする. K∞ を式 (3.5) で定義したものとするとき，

Tround = O(n2 logK∞)となる [87]．

定理 4.23. 連続緩和による (MC) の最適解を求めるアルゴリズム RELAX の計算時間は

O(Trelax + Tround + n3Tfunc)である.

証明. 系 4.22より，ある y∗ ∈ argminZ f が存在して，∥y∗ − x∗∥1 < n(n− 1)を満たす．ゆ

えに，Step 2で求めるベクトル y◦ は

∥y∗ − y◦∥1 ≤ ∥y∗ − x∗∥1 + ∥x∗ − y◦∥1 < n(n− 1) + n = n2

を満たす．このことと，定理 4.12 をあわせると，Step 3 のアルゴリズム NewGreedy は

O(n3Tfunc)の計算時間で終了する．

Step 1 にかかる時間，つまり連続緩和問題 (MC) を解くのにかかる時間は Trelax であり，

Step 2にかかる時間は Tround であるので、アルゴリズム RELAXで (MC)の最適解を求める

には、O(Trelax + Tround + n3Tfunc)だけの時間で済む。
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表 4.1. 実装したM♮ 凸関数最小化アルゴリズム

表記 アルゴリズム

SD 最急降下法 (第 4.2.1節)

SD2 修正最急降下法 [52]

SCALING スケーリング法 (第 4.3.3節)

RELAX 提案する連続緩和法 (第 4.4.3節)

注意 4.1. 実際には，(MC)の連続緩和の厳密な最適解を求める必要はなく，(MC)の最適解の

「近似値」xa ∈ Rn が求まれば十分である．「近似値」とは，(MC)のある最適解 x∗ ∈ Rn に対

して ∥xa−x∗∥∞ ≤ nを満たすことを意味する．このような解を求めるのに必要な計算時間を

Trelax-apx で表すと，通常の場合 Trelax-apx は Trelax よりも小さい．また、定理 4.21より (MC)

の最適解 y∗ ∈ Znの中に，∥y∗−xa∥∞ ≤ ∥y∗−x∗∥∞+∥x∗−xa∥∞ ≤ 2nを満たすものがあ

ることがわかる. この限界値を用いると，定理 4.23の計算量をO(Trelax-apx+Tround+n
3Tfunc)

に改善できる。

(MC)の計算は、第 4.2.2節で述べたように、実用上は準ニュートン法のようなアルゴリズ

ムで高速に行えるが、理論的な計算量を解析すると次のようになる。(MC) の最適解の近似値

xa は，(MC)と同様の手法で効率的に求められる．例えば，[88]の (MC)に対するスケーリン

グ手法を (MC)に適用することで，

O((n3 + n2 log(K∞/n))(log(K∞/n)/ log n)Tfunc)

の計算時間のアルゴリズムが得られる。ただし，目的関数 f の方向微分の計算に O(Tfunc)か

かるものとする．この計算時間が Trelax-apx に対応するので、我々の連続緩和法の計算時間は

O((n3 + n2 log(K∞/n))(log(K∞/n)/ log n)Tfunc)

となる. これは，先行研究における (MC)に対する結果 [52, 87, 88, 91]の最良のものと同じで

ある．従って，最悪計算量の理論的上界という意味においては、連続緩和手法は一般の (MC)

に対する計算時間を改善するわけではない．しかし、第 4.5節で述べるように、実際上の計算

時間を大きく改善する。

4.5 実験的評価

提案する連続緩和法の性能を、既存のアルゴリズムと比較した。この数値実験から、既存の

アルゴリズムよりも提案手法がはるかに高速であることがわかった．

表 4.1に示す 4通りの離散M♮ 凸関数最小化アルゴリズムを C言語で実装し，性能を比較し

た．以下のライブラリを利用した．
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• Nocedal による ‘L-BFGS’ *3 と，工藤による C++ 言語用インタフェース *4 は準

ニュートン法の実装で，連続関数最適化を行う [44]．このルーチンには目的関数の勾配

が必要であるので，差分で近似した．1つの差分を得るのに n+ 1回の関数評価が必要

である．このライブラリは RELAX（提案する連続緩和法）でのみ用いた．

• 斎藤・松本による ‘SIMD-oriented Fast Mersenne Twister’ *5 は擬似乱数を生成する．

問題例を生成するのに利用した．

問題例に用いた離散M♮ 凸関数は

f(x) =
∑
X∈T

{aXx(X)2 + bXx(X) + cX} (x ∈ Zn)

と表されるものである．ただし T は層族である。連続緩和法では，連続緩和の M♮ 凸関数と

して
F (x) =

∑
X∈T

{aXx(X)2 + bXx(X) + cX} (x ∈ Rn)

を用いた．1つの nにつき 10問の問題例を生成した．整数の係数は、X ∈ T について

0 < aX ≤ 1000,

−1000 ≤ bX ≤ 1000,

−1000 ≤ cX ≤ 1000

の範囲から一様ランダムに選んだ．初期解は，各問題例ごとに

−10n ≤ p0(i) ≤ 10n

を満たす整数格子点からランダムに選んだ．

計算機環境は HP dx5150 SF/CT, AMD Athlon 64 3200+ processor (2.0GHz, 512KB L2

cache), 4GB memory, Vine Linux 4.1 (kernel 2.6.16), gcc 3.3.6である．

ここで実装した 4種類のアルゴリズム（SD, SD2, SCALING, RELAX）では，どれも最小

化したいM♮ 凸関数の値のみを用いており、関数の内部構造は利用していない．そして問題ご

とに，最小化に必要となった関数評価回数と計算時間を測定した．数値計算の結果は図 4.1に

まとめた．図 4.1の上のグラフは両対数グラフであり，縦軸は関数評価回数 C，横軸は関数の

次元 nである．図 4.1の下のグラフも両対数グラフであり，縦軸は計算時間 T，横軸は関数の

次元 nである．これより，関数評価回数 C について、すべてのアルゴリズムで logC と log n

が比例していることが読み取れる．つまり，ある lを用いて C = O(nl)と表せることになる．

計算時間 T についても同様に T = O(nl)と表せる．lを最小二乗法であてはめて求めた値を、

表 4.2にまとめた．RELAXがオーダーとしてもっとも小さいことがわかる．

以上のように，計算機実験によって，ランダムなテスト問題に対して，連続緩和法は先行手

法よりも高速にM♮ 凸関数を最小化できることが確かめられた．

*3 http://www.ece.northwestern.edu/~nocedal/lbfgs.html

*4 http://chasen.org/~taku/software/misc/lbfgs/

*5 http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/~m-mat/MT/SFMT/
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図 4.1. M♮ 凸関数最小化に必要な目的関数の評価回数と計算時間

表 4.2. M♮ 凸関数最小化にかかった計算量（測定値）

アルゴリズム SD SD2 SCALING RELAX

関数評価回数 C n3.9 n2.8 n2.5 n1.8

計算時間 T n4.5 n3.8 n3.8 n3.0
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4.6 資源配分問題と連続緩和手法

ここからは、M凸関数最小化問題 (MC)の特殊ケースである資源配分問題を対象とする。特

に目的関数が 2次の場合に、理論的な計算量を解析し、先行研究と比較する。

4.6.1 資源配分問題

資源配分問題とは、資源量と資源の配分先が与えられ、配分先ごとに資源量に従った目的関

数が定められたときに、目的関数の和が最大（または最小）になるように資源を配分する最適

化問題である。

資源の量は、離散値の場合も連続値の場合もある。例えば、プロジェクトに人員を割り当て

る場合は、資源の量＝人員の人数は離散値になる。ここでは、主として離散値の場合を考え

る。ただし資源の種類は 1種類に限る。

各配分先の目的関数（利益などを表す評価関数）にもバリエーションが考えられるが、ここ

では 1変数の凸関数として、各目的関数の和の最小化を考えることにする。

このように状況設定した資源配分問題は、M 凸関数最小化問題 (MC) の特殊ケースととら

えることができる。配分先の数が、M凸関数のベクトルの次元数 nに対応する。さらに資源

配分問題は、配分の仕方にさまざまな制約を加えた形の問題も定式化されている [33]。問題の

クラスを強く制限すれば、定式化の柔軟性は低下するがアルゴリズムの性能は向上し、逆に複

雑な状況を表現できるような柔軟性をもつ定式化に対しては、アルゴリズムの設計は難しく

なる。

ここでは問題 (MC)の特殊ケースとなる資源配分問題を説明する。まず、層族制約つき資源

配分問題 (Laminar)と劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)を説明する。これらは複雑な制

約を表現できる柔軟性をもちながらも、比較的高性能なアルゴリズムが設計できるようにうま

く切り出された問題クラスであり、先行研究でも取り上げられる機会の多いものである。そし

て、(SC)の特殊ケースとなる問題クラスをいくつか説明する。

層族制約つき資源配分問題

層族制約つき資源配分問題 (Laminar)は、

(Laminar) Minimize
∑
Y ∈F

FY (x(Y ))

subject to x(N) = K,

ℓY ≤ x(Y ) ≤ uY (Y ∈ F),

x ≥ 0, x ∈ Zn

と定式化される ([52],[62, 第 6.3節])．ただし，F ⊆ 2N は層族であり, FY : R → R (Y ∈ F)

は 1 変数凸関数であり, K ∈ Z+, ℓY , uY ∈ Z+ (Y ∈ F) であるとする．一般性を失うこと
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なく，
∅ ̸∈ F , N ∈ F , {i} ∈ F (∀i ∈ N) (4.6)

という仮定を置くことができる。|F| = O(n) であることに注意する．

ここでは問題 (Laminar) が実行可能解をもつことを仮定する. (Laminar) の連続緩和問題

(Laminar)は (Laminar)から整数制約「x ∈ Zn」を除くことで得られる．

層族制約つき資源配分問題 (Laminar) は M 凸関数最小化問題 (MC) の特殊ケースである．

なぜなら，関数 f : Zn → R ∪ {+∞} を

f(x) =


∑
Y ∈F

FY (x(Y )) (x ∈ Znが (Laminar)の実行可能解である場合),

+∞ (その他)

と定義すると，(M-EXC[Z]) を満たすからである ([52, 例 2.3],[62, 第 6.3節]). (Laminar) は

(MC)の特殊ケースとして重要である．なぜなら，目的関数が非分離形でありながらも，提案

する連続緩和手法が自然に適用できる例だからである．

問題 (Laminar)は，次に示すように，ツリーネットワーク上の凸費用流問題としても定式化

されることが知られている．

V = {vY | Y ∈ F}, A = {(vX , vY ) | Y ∈ F \ {N}, X = p(Y )}

と定義される（有向）木 T = (V,A)を考える．なお，頂点 vN は T の根ノードであり，単集合

に対応する頂点は T の葉ノードである．ここで，p(Y ) ∈ F は Y ∈ F \ {N}の親 (parent)

と呼ばれ，Y を真に含む（つまり p(Y ) ⊃ Y かつ p(Y ) ̸= Y である）F の要素の中の（一意
的に定まる）極小な集合である. また、|X| ≥ 2となるX ∈ F について，X = p(Y )であれば

Y ∈ F を X の子 (child)と呼ぶ．条件 (4.6) は，|X| ≥ 2となる任意の X ∈ F が，少なく
とも 1つの子をもつことも意味している．

凸費用流の定式化では，根ノード vN から葉ノードへと流れるものとする．つまり，vN が

ソースで葉ノードがシンクである．弧 (i, j) ∈ Aの流量を φ(i, j)で表し，流量に関して、整

数制約
φ(i, j) ∈ Z (∀(i, j) ∈ A)

と流量のバランス制約∑
{φ(vN , vY ) | vY ∈ V, (vN , vY ) ∈ A} = K,∑
{φ(vX , vY ) | vY ∈ V, (vX , vY ) ∈ A} = φ(vp(X), vX) (∀vX ∈ V, vX ̸= vN )

を考える．枝 (vp(Y ), vY ) ∈ Aのそれぞれに対して，凸費用関数 FY，枝の容量の上限 uY と下

限 ℓY が与えられている．問題 (Laminar) が，上で定義した凸費用流問題と等価であること，

そして (Laminar)が，流量変数から整数制約を取り除いた，凸費用流問題の連続緩和と等価で

あることは容易にわかる．
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劣モジュラ制約つき資源配分問題

劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)は、

(SC) Minimize
n∑

i=1

Fi(x(i))

subject to x(N) = ρ(N),

x(Y ) ≤ ρ(Y ) (Y ∈ 2N ),

x ≥ 0, x ∈ Zn

と定式化される [17, 29, 33, 38]．ただし Fi : R → R (i ∈ N) は 1 変数凸関数であり，

ρ : 2N → Z+ ∪ {+∞} は非負値をとる劣モジュラ関数で，ρ(∅) = 0かつ ρ(N) < +∞である
とする．

劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)は広く議論され多くの研究成果がある．サーベイ論

文として [17, 33, 38]があり，効率的なアルゴリズムは [22, 25, 29, 30]に述べられている．

劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)はM凸関数最小化問題 (MC)の特殊ケースである．

なぜなら，関数 f : Zn → R ∪ {+∞}が

f(x) =


n∑

i=1

Fi(x(i)) (x ∈ Znが (SC)の実行可能解である場合),

+∞ (その他)

の形のとき，(M-EXC[Z]) を満たすからである ([58, 例 2.2],[62, 第 6.3節]).

その他の資源配分問題

劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC) の特殊ケースである資源配分問題のうち、文

献 [29, 30]で議論されたものを説明する。1つめは単純な資源配分問題 (Simple)であり，

(Simple) Minimize
n∑

i=1

Fi(x(i))

subject to x(N) = K,

0 ≤ x ≤ u, x ∈ Zn

と定式化される．ただし，Fi : R → R (i ∈ N)は 1変数凸関数であり，K ∈ Z+ かつ u ∈ Zn
+

である．

文献 [29, 30]で議論された残りの (SC)の特殊ケースは、問題 (Simple)に制約を付け加えた

ものである．

• 一般上界制約つき資源配分問題 (GUB)は，問題 (Simple)に

x(St) ≤ uSt (t = 1, 2, . . . ,m)

という制約を加えたものである．ただし，{S1, S2, . . . , Sm}は N の分割であり，uSt ∈
Z+ (t = 1, 2, . . . ,m)とする．
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特殊 ⇐= =⇒ 一般

⊆
(Nest)

⊆ ⊆
(Network) ⊆ (SC)

⊆
(Simple) (Tree) (MC)

⊆
(GUB)

⊆ ⊆
(Laminar)

⊆

図 4.2. 離散凸最適化問題の包含関係

• 入れ子制約つき資源配分問題 (Nest)は，問題 (Simple)に

x(St) ≤ uSt (t = 1, 2, . . . ,m)

という制約を加えたものである．ただし，{S1, S2, . . . , Sm}は N の部分集合の入れ子

になった族，つまり ∅ ̸= S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sm ⊆ N であり、uSt ∈ Z+ (t = 1, 2, . . . ,m)

とする．

• ツリー制約つき資源配分問題 (Tree)は，問題 (Simple)に

x(Y ) ≤ uY (Y ∈ F)

という制約を加えたものである．ただし，F(⊆ 2N )は層族で，uY ∈ Z+ (Y ∈ F)とす

る．したがって，(Tree)は (Laminar)の特殊ケースでもある．

• ネットワーク制約つき資源配分問題 (Network)は，1ソース多シンクのネットワークを

使って定義される．頂点集合 V，弧集合 Aとする有向グラフ G = (V,A)が与えられた

とき，s ∈ V を唯一のソースノードとし，N = {1, 2, . . . , n} (⊆ V ) を複数あるシンク

ノードの集合とする．ソースの供給量をK ∈ Z+ であらわし，各弧 (i, j) ∈ Aの容量を

c(i, j) ∈ Z+ で表す．変数 {x(i) | i ∈ N}に加えて流量変数 {φ(i, j) | (i, j) ∈ A}を用
いることで，問題 (Network)の制約は以下のように記述される．この制約に x(N) = K

の条件が含まれていることは容易にわかる。∑
{φ(s, j) | j ∈ V, (s, j) ∈ A} −

∑
{φ(j, s) | j ∈ V, (j, s) ∈ A} = K,∑

{φ(i, j) | j ∈ V, (i, j) ∈ A} −
∑

{φ(j, i) | j ∈ V, (j, i) ∈ A} = −x(i) (∀i ∈ N),∑
{φ(i, j) | j ∈ V, (i, j) ∈ A} −

∑
{φ(j, i) | j ∈ V, (j, i) ∈ A} = 0

(∀i ∈ V \ ({s} ∪N)),

0 ≤ φ(i, j) ≤ c(i, j) (∀(i, j) ∈ A), 0 ≤ x ≤ u, x ∈ Zn.

これまでに説明した離散凸最適化問題の包含関係をまとめると，図 4.2 のようになる．ま

た、(SC), (Simple), (GUB), (Nest), (Tree), (Network) のそれぞれについて，「x ∈ Zn」の条

件を取り払った連続緩和問題を (SC), (Simple), (GUB), (Nest), (Tree), (Network) と表す．
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4.6.2 資源配分問題に対する連続緩和手法の先行研究

この節では，資源配分問題や関連する問題に対する連続緩和手法の既存の成果をまとめる．

単純な資源配分問題 (Simple)

Weinsten–Yu [98]は単純な資源配分問題 (Simple)に対する連続緩和に基づくアルゴリズム

を提案した．このアルゴリズムの計算量は，n 変数の連続緩和問題 (Simple) を解くのにかか

る計算量を T Simple (n) で表すとき，O(T Simple (n) + n log n) となる．(Simple) に関する近接

定理は文献 [98]に暗に示されていて，その表現は，

(Simple)の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(Simple)のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在し

て，∥y∗ − x∗∥1 = O(n)を満たす。

となっている．後に Ibaraki–Katoh [33, 第 4.6節]によってWeinsten–Yuのアルゴリズムが

改良され，計算量が O(T Simple (n) + n) となった．目的関数が 2 次であれば，連続緩和問題

(Simple)は Bruckerのアルゴリズム [7]を用いると線形時間で解けるので，2次の (Simple)は

Ibaraki–Katohのアルゴリズムによって O(n)の計算量で解けることになる．

一般上界制約つき資源配分問題 (GUB)

Hochbaum [29] は一般上界制約つき資源配分問題 (GUB) が単純な資源配分問題 (Simple)

に帰着できることを示した．これにより、(GUB)が 2次の目的関数をもつときには，O(n)の

計算量で解けることがわかる．

問題 (GUB)を問題 (Simple)に帰着するには、次のようにする。第 4.6.1節で述べたように、

(Simple)は，

(Simple) Minimize

n∑
i=1

Fi(x(i))

subject to x(N) = K,

0 ≤ x ≤ u, x ∈ Zn

と定式化され、(GUB)は、

(GUB) Minimize
n∑

i=1

Fi(x(i))

subject to x(N) = K,

x(St) ≤ uSt (t = 1, 2, . . . ,m),

x ≥ 0, x ∈ Zn

と定式化される。ただし，{S1, S2, . . . , Sm}は N の分割であり，uSt ∈ Z+ (t = 1, 2, . . . ,m)

である．この問題 (GUB)を直接解く代わりに、(Simple)を何度か解いて同じ結果を得ること

を考える。
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問題 (Simple) では x の i (∈ N) 成分に対して上界 u(i) が与えられているが、(GUB) では

N の分割 St ごとの和 x(St)に対して上界 uSt が与えられている点が異なる。これを、成分ご

との上限を与えるように変形すれば (Simple)に帰着することができる。そのためには、N の

分割 St ごとに (Simple)を 1回解く。つまり、

(Simple(t)) Minimize
∑
i∈St

Fi(x(i))

subject to x(St) = uSt ,

x ≥ 0, x ∈ Zn

と定式化される部分問題 (Simple(t)) を解く。部分問題 (Simple(t)) は通常の (Simple) に比べ

ると、xに上界が設定されていない点で異なるが、同様に解くことができる。各 St について

(Simple(t))を解き、得られた解 x∗t から St 成分を取り出して u∗(i) = x∗t(i) (i ∈ St)とす

ると、u∗ のすべての要素が決定される。これを次に解く (Simple)の上界として用いる。

元の問題 (GUB)は、制約
∑n

i=1 Fi(x(i))を取り払い、代わりに得られた上界 u∗ を用いた制

約 x ≤ u∗ を付け加えることで、最適解を変化させずに (Simple)と同じ問題クラスに変形す

ることができる。この問題を解くことで、求めたい (GUB)の解が得られる。

得られた解が (GUB)の制約を満たすことは明らかであるが、最適性も満たしていることは

明らかではなく、証明を要することである [29, 補題 6.2.1]。

線形制約つき分離凸関数最小化問題 (IP)

Hochbaum–Shanthikumar [31]は，線形制約と整数制約のある分離凸関数最小化問題

(IP) Minimize

n∑
i=1

Fi(x(i)) subject to Ax ≥ b, x ∈ Zn

に連続緩和手法を適用した．ただし，Fi : R → R (i ∈ N)は 1変数凸関数であり，Aはm行

n列の整数行列であり，b ∈ Zm である．行列 Aの小行列式の絶対値の最大値を∆ ∈ Z+ で表

すことにする．問題 (IP)の連続緩和問題 (IP)は，(IP)から整数制約「x ∈ Zn」を取り除くこ

とで容易に導かれる．

文献 [31] では、線形制約つき分離凸関数最小化問題 (IP) に対して次の近接定理が示され、

この近接定理を用いて，(IP)に対する効率的なアルゴリズムが考案された．

定理 4.24 ([31, 定理 3.3]).

(i) (IP) の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(IP) のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して

∥x∗ − y∗∥∞ ≤ n∆を満たす．

(ii) (IP) の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(IP) のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して

∥y∗ − x∗∥∞ ≤ n∆を満たす．

なお、(SC)は (IP)の∆ = O(2n)の場合として定式化されるのに対して，(Simple), (GUB),

(Nest), (Tree), (Network), (Laminar) は，それぞれ (IP) の ∆ = 1 の場合として定式化され



4.6 資源配分問題と連続緩和手法 81

ることが容易にわかる．また、Granot–Skorin-Kapov [24]が，目的関数が分離 2次の場合の

(IP)について議論し，類似の近接定理を得ていたことにも触れておく．

劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)

Hochbaum [29]は、劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)に連続緩和手法を適用した。そ

のときに次の「近接定理」が主張された．

主張 A ([29]の系 4.3)

(i) (SC)の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(SC)のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して，

y∗ − 1 < x∗ < y∗ + n1を満たす．

(ii) (SC)の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(SC)のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して，

y∗ − 1 < x∗ < y∗ + n1を満たす．

主張 Aの (ii)によると，ベクトル u = x∗ + 1を上界とする (SC)の最適解が存在すること

になる．しかしながら，この主張は誤りであり、次に述べる例 4.2は、上の主張に対する反例

を与える。この例は目的関数が 2 次の (Simple) であり、従って (SC) の特殊ケースでもある

が，uよりも遠いところに唯一の最適解が存在する。

例 4.2. 十分に小さい正の数 δ < 1 を考える．(Simple) について，K = n − 1, u(i) = +∞
(i ∈ N), α ∈ Rとして，目的関数を

F1(α) = δα,

Fi(α) = (α− 0.5 + δ)2 (i = 2, 3, . . . , n)

と定義する．このとき，Fi(1) − Fi(0) = 2δ > δ (i = 2, 3, . . . , n) が成り立つ．このことか

ら，(Simple)の最適解 y∗ ∈ Zn はただ 1つで，y∗ = (n− 1, 0, . . . , 0)に等しい．一方で，関

数 Fi の傾きは，α = (1− δ)/2のときに δ に等しく，α > (1− δ)/2のときに δ よりも大きい

(i = 2, 3, . . . , n)．従って，連続緩和問題 (Simple)の最適解 x∗ ∈ Rn は，ただ 1つで、

x∗ =

(
(n− 1)(1 + δ)

2
,
1− δ

2
,
1− δ

2
, . . . ,

1− δ

2

)
によって与えられる．δ は十分に小さい正の数であることから，

y∗(1)− x∗(1) = (n− 1)− (n− 1)(1 + δ)

2
=

(n− 1)(1− δ)

2

であることがわかる．これより，n ≥ 4であれば y∗(1)− x∗(1) > 1となり，したがって不等

式 y∗ − 1 < x∗ が成り立たない．

Hochbaum [29]の連続緩和手法は，Hochbaum–Hong [30]によって目的関数が 2次の (SC)

の特殊ケースにも適用された．効率的な連続緩和法を開発するために，彼らは目的関数が 2次

の連続緩和問題 (Nest)，(Tree)，(Network)に対する高速なアルゴリズムを考案して次の結果

を得た。
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定理 4.25 ([30]).

(i) (Nest)と (Tree) は，目的関数が 2次であれば O(n log n)の計算時間で解くことができる．

(ii) (Network) は，目的関数が 2次であれば O(|V ∥A| log(|V |2/|A|))の計算時間で解くことが
できる．

この結果に基づき、先に述べた（誤った）主張 Aを用いて，目的関数が 2次の場合の (Nest),

(Tree), (Network)に対するアルゴリズムが提案された [30]。その時間計算量は，(Nest)では

O(n logn)，(Tree)では O(n log n)，(Network)では O(|V ∥A| log(|V |2/|A|))であると主張さ
れた．しかし主張 Aは誤りであるから、この議論は正しくないことになる。

主張 Aの代わりに，定理 4.24 (ii)からすぐに得られる系を用いて修正すると、以下のよう

になる．(Nest), (Tree), (Network)では，定理 4.24の∆が 1に等しいことに注意する．

系 4.26. x∗ ∈ Rn を (Nest) （あるいは (Tree) や (Network)）の最適解とする．このとき，

(Nest) (あるいは (Tree)や (Network)) のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して，y∗ ≥ x∗ − n1 か

つ ∥y∗ − (x∗ − n1)∥1 = O(n2) を満たす．

この性質は，(Nest), (Tree), (Network)に対して，最適解の下界としてベクトル ℓ = x∗−n1
を用いてよいことを示している．この事実と，文献 [30] と同様の手法で，(Nest), (Tree),

(Network)はそれぞれ O(n2 log n), O(n2 log n), O(n2|A|+ |V ∥A| log(|V |2/|A|))の計算時間
で解けることがわかる．これらは [30]で示された計算時間よりも nの係数部分が大きい．

本研究では，新たな (SC)の近接定理 (定理 4.27)を示し，(Nest), (Tree), (Network)への連

続緩和法を改良し，上に述べた時間計算量を削減する．

4.6.3 連続緩和の近接定理

第 4.4.3 節で提案した連続緩和法を、M 凸関数最小化問題 (MC) の特殊ケースである

(Laminar), (Nest), (Tree), (Network)に適用する。系 4.22で述べたように、(MC)に対する近

接定理の L1距離の限界値は n(n−1)であるが、(SC)と (Laminar)の場合は以下に述べるよう

に 2(n− 1)に改良できる．(SC)と (Laminar)の連続緩和問題を，それぞれ (SC)と (Laminar)

で表す．

定理 4.27 ((SC)に対する L1 距離の近接定理).

(i) (SC) の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(SC) のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して

∥x∗ − y∗∥1 < 2(n− 1)を満たす.

(ii) (SC) の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(SC) のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して

∥y∗ − x∗∥1 < 2(n− 1)を満たす.

定理 4.28 ((Laminar)に対する L1 距離の近接定理).

(i) (Laminar)の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(Laminar)のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在し

て ∥x∗ − y∗∥1 < 2(n− 1)を満たす.
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(ii) (Laminar)の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(Laminar)のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在し

て ∥y∗ − x∗∥1 < 2(n− 1)を満たす.

定理 4.27の証明は第 4.7.2節で、定理 4.28の証明は第 4.7.3節で与える.

これらの近接定理がこれ以上改善できないことを示す例を与えよう。(SC)や (Laminar)の

特殊ケースである、単純な資源配分問題 (Simple)の例を考える。

例 4.3. δ を任意に選んだ微小な正の数とし，η = 3δ(1 − δ) − δ = 2δ − 3δ2 (> 0) とする．

K = n− 1, u(i) = +∞ (i ∈ N), α ∈ R として，(Simple)の目的関数が

f1(α) = 2δα,

fi(α) = max
{
−η
δ
(α− δ), 3δ(α− δ)

}
(i = 2, 3, . . . , n)

である場合を考える．

このとき，i = 2, 3, . . . , nについて，

fi(α+ 2)− fi(α+ 1) = 3δ > δ = fi(1)− fi(0) (∀α ∈ Z+),

fi(1)− fi(0) = δ < 2δ = f1(α+ 1)− f1(α) (∀α ∈ Z+)

が成り立つ．これらの不等式から，ベクトル y∗ = (0, 1, . . . , 1) が (Simple) の唯一の最適解

であることがわかる．一方，関数 fi (i = 2, 3, . . . , n) の傾きを 2 つの区間に分けて考える

と，区間 [0, δ] では関数 fi の傾きは −η/δ であり，関数 f1 の傾き 2δ よりも真に小さい．区

間 [δ,+∞) では関数 fi の傾きは 3δ であり，2δ よりも真に大きい．従って，連続緩和問題

(Simple)の最適解 x∗ ∈ Rn はただ 1つに定まり，x∗ = ((n− 1)(1− δ), δ, . . . , δ)となる．

このとき，

∥y∗ − x∗∥∞ = (n− 1)(1− δ),

∥y∗ − x∗∥1 = 2(n− 1)(1− δ)

が成り立って，L∞ 距離は n− 1に、L1 距離は 2(n− 1)に，いくらでも近づけることができ

る．

4.6.4 連続緩和法の計算量

ここでは、資源配分問題に対する連続緩和法の計算量を解析して、先行研究と比較する。

連続緩和手法は、第 4.4.3節で述べたように、一般の M凸関数最小化問題 (MC) に対しては

最悪計算量を改善するわけではないが，以下のように (MC) の特殊ケースに限れば最悪計算

量を改善する場合がある。特に、Hochbaum–Hong [30] と類似の手法で、2 次の目的関数の

(Laminar)や (SC)の特殊ケースに対して改善できる。一般に、連続変数における凸 2次の最

適化問題のいくつかのクラスは，強多項式時間で解けることが知られている [7, 30, 90]. この

事実を用い，またさらに効率的な連続緩和手法の実装を工夫することにより，2次の目的関数

の (Laminar)や (SC)の特殊ケースが強多項式時間で解けることを示す．
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(Laminar)に対しては、目的関数が 2次の場合、Tamir [90]の連続緩和手法による O(n3)が

最良の計算時間である。ここで用いられた近接定理は、定理 4.24と同様の (IP)を対象とした

弱いもの [24]である。第 4.6.5節では、近接定理を (Laminar)を対象に精密化し (定理 4.28)、

アルゴリズム上の工夫を行なって計算時間を改善し、次の定理を得る。

定理 4.29. 層族制約つき資源配分問題 (Laminar)は，目的関数が 2次であれば，O(n2)の計

算時間で解ける．

(SC)の特殊ケースであるネットワーク制約つき資源配分問題 (Network)に対しては、目的

関数が 2次の場合、Hochbaum–Hong [30]は、連続緩和問題の効率的なアルゴリズムを開発し

た上で、Hochbaum [29]の近接定理を用いて強多項式時間で解けると述べた．しかしながら彼

らの用いた近接定理は，第 4.6.2節で指摘したように誤りであるので、その計算時間の解析結

果は無効であり、有効なのは連続緩和問題に関する部分にとどまる。第 4.6.6節では，本論文

で示した近接定理 (定理 4.27)を用いて，このネットワーク制約つき資源配分問題 (Network)

が [30]に述べられたのと（ほぼ）同じ計算量で解けることを示す．特にこの (Network)に対し

ては，提案手法が最速のアルゴリズムとなる．

これまでに述べた問題クラスごとの計算量をまとめると、表 4.3のようになる。

4.6.5 層族制約つき資源配分問題への応用

第 4.4.3 節で提案した連続緩和法 RELAX を，層族制約つき資源配分問題 (Laminar) に適

用する．特に，目的関数が 2次関数の場合の計算時間についての定理 4.29を証明する．以下

では，(Laminar)がツリーネットワーク上の凸費用流問題として定式化されているものとする

（凸費用流の定式化については第 4.1節を参照のこと）．層族 F を表現するツリーネットワー
クにおいては，任意の X ∈ F に対して X の子を O(k)の計算時間で見つけることができる．

ただし k は X の子の数である．さらに，X ̸= N であれば X の親を O(1)の計算時間で求め

られる．(Laminar)の目的関数に用いられる各関数 fX (X ∈ F) の評価が定数時間でできるこ

とを仮定する．

まず，2次の目的関数をもつ (Laminar)の最適解 x∗ ∈ Rn を求める方法を述べる．この問題

はツリーネットワーク上の 2次凸費用実数値フロー問題と等価であるので，Tamirのアルゴリ

ズム [90]で O(n2)の計算時間で解くことができる．ゆえに，Step 1のアルゴリズム RELAX

は，目的関数が 2次であれば，O(n2)の計算時間で行える．

次に，(Laminar) の最適解 x∗ ∈ Rn を，どのようにして (Laminar) の実行可能解に丸める

のかを述べる．ここでは，ネットワークフローの技巧を用いる．不等式 ℓY ≤ x(Y ) ≤ uY

(Y ∈ F)を定義する係数行列は完全ユニモジュラであるので，ある整数ベクトル y ∈ Zn が存

在して，任意の Y ∈ F に対して

(ℓY ≤) ⌊x∗(Y )⌋ ≤ y(Y ) ≤ ⌈x∗(Y )⌉ (≤ uY ) (4.7)

を満たし（[2, 84]などを参照）、従って y が (Laminar)の実行可能解であることがわかる．ま
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表 4.3. 離散凸最適化問題の計算量

問題クラス 近接定理の距離 目的関数が 2次の場合の計算量

L∞ L1 連続緩和 全体

(MC)
n− 1 (定理 4.21)

—

n(n− 1) (系 4.22)

—

∗1

—

∗1 (定理 4.23)

∗1 [88]

(SC)
↑

O(n2n) [31]

2(n− 1) (定理 4.27)

—
↑ ↑

(Network)
↑

n [31]
↑

—

∗2 [30]

∗2 (定理 4.31)

∗3 (系 4.26)

(Laminar) ↑
2(n− 1) (定理 4.28)

—

—

O(n2) [90]

O(n2) (定理 4.29)

O(n3) [90]

(Tree) ↑ ↑
—

O(n log n) [30]

↑

∗4 (系 4.26)

(Nest) ↑ ↑
—

O(n log n) [30]

↑

∗4 (系 4.26)

(GUB) ↑
↑

↓ [29]

—

↓ [29]

—

↓ [29]

(Simple) ↑
↑

O(n) [98]

—

O(n) [7]

—

O(n) [33]

∗1 : O((n5 + n4 log(K∞/n))(log(K∞/n)/ log n))

∗2 : O(|V ∥A| log(|V |2/|A|))
∗3 : O(n2|A|+ |V ∥A| log(|V |2/|A|))
∗4 : O(n2 log n)

上段：本章による　　

下段：先行研究による

—：成果なし　　　

↑：上の欄に同じ　

↓：下の欄に同じ　

網掛：本章による改善

た、任意の i ∈ N について {i} ∈ F であるので，条件 (4.7)から ∥y − x∗∥1 < nを満たす。

式 (4.7) を満たす整数ベクトル y ∈ Zn は，以下のようにすると O(n) の計算時間で求ま

る．各 Y ∈ F について ℓ′Y = ⌊x∗(Y )⌋ かつ u′Y = ⌈x∗(Y )⌉とする．任意の Y ∈ F に対して
ℓ′Y ≤ y(Y ) ≤ u′Y を満たすベクトル y ∈ Zn を求めるために，条件

ℓ′Y ≤ φY ≤ u′Y (∀Y ∈ F),

φN = K,

φX =
∑

{φY | Y ∈ F , Y は X の子 } (∀X ∈ F , |X| ≥ 2)

を満たす φY (Y ∈ F)の値を，以下のような方法で天下り的に求める．

Step 0: φN = K とおく．

Step 1: φY の値がすべての Y ∈ F について求められていれば，y(i) = φ{i} (i ∈ N)

で定義されるベクトル y ∈ Zn を出力して，手続きを終了する．
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Step 2: X ∈ F のうち，|X| ≥ 2 であり，かつ φX は既に求められているが，

X のすべての子 Y についての φY の値が求められているわけではないものを取り

上げる．Y1, Y2, . . . , Yk ∈ F を X のすべての子とする．t = 1, 2, . . . , k について，∑k
t=1 φYt = φX が成り立つように，ℓ′Yt

あるいは u′Yt
の値のどちらかを適切に選んで，

φYt の値とする．Step 1に戻る．

Step 2は O(k)の計算時間で実行できる．なぜなら，ℓ′Y , u
′
Y の値は

u′Y = ℓ′Y または u′Y = ℓ′Y + 1 (∀Y ∈ F),
k∑

t=1

ℓ′Yt
≤ ℓ′X ≤ u′X ≤

k∑
t=1

u′Yt

(∀X ∈ F , |X| ≥ 2, Y1, Y2, . . . , Yk ∈ F は X の子)

の性質を満たすからである．|F| = O(n)であるので，上のアルゴリズムは O(n)の計算時間

で実行できる．このことから，アルゴリズム RELAXの Step 2は O(n)の計算時間で実行さ

れることがわかる．

最後に，アルゴリズム RELAX の Step 3 が O(n2) の計算時間で実行されることを示す．

Step 2で得られるベクトル y◦ ∈ Zn は ∥y◦ − x∗∥1 < nを満たすので，(Laminar)の近接定

理 (定理 4.28) より，(Laminar)のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して，

∥y∗ − y◦∥1 ≤ ∥y∗ − x∗∥1 + ∥x∗ − y◦∥1 < 2(n− 1) + n < 3n

を満たすことがわかる．ゆえに，アルゴリズム RELAXの Step 3で用いられる NewGreedy

は，定理 4.12により O(n)回の反復で終了する．

アルゴリズム NewGreedyの 1反復あたりの計算時間は O(nTfunc)である。|F| = O(n)で

あるので，目的関数の評価にかかる時間 Tfunc は O(n) である．従って，素朴に実装すると，

NewGreedy の各反復には O(n2) の計算時間が必要である．この計算量は，ネットワークフ

ローの技巧を用いて O(n)に削減することができる。その手順は次の通りである．

ここでは (Laminar) をツリーネットワーク上の凸費用流問題として定式化しなおす．凸費

用流問題の，いわゆる残余ネットワークを構築する（[2] などを参照）．(Laminar) の与えら

れた実行可能解 y ∈ Zn について，有向グラフ Gy = (V,Ay) を作る．グラフの頂点集合は

V = {vY | Y ∈ F}とし，枝集合 Ay は

Ay = {(vp(Y ), vY ) | Y ∈ F \ {N}, y(Y ) < uY } ∪ {(vY , vp(Y )) | Y ∈ F \ {N}, y(Y ) > ℓY }

とする．枝の長さは次のように定める．

• (vp(Y ), vY )の形の枝は，その長さを fY (y(Y ) + 1)− fY (y(Y ))とする．

• (vY , vp(Y ))の形の枝は，その長さを fY (y(Y )− 1)− fY (y(Y ))とする．

さて，fY は凸関数であるので，[
fY (y(Y ) + 1)− fY (y(Y ))

]
+
[
fY (y(Y )− 1)− fY (y(Y ))

]
≥ 0
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である．このことから，グラフ Gy が負の長さの有向閉路をもたないことがわかる．

i, j ∈ N について，ベクトル y − χi + χj が (Laminar) の実行可能解であるためには，頂

点 v{i} から v{j} までの有向パスが存在することが必要十分である．ある i, j ∈ N について

y−χi+χj が実行可能解であれば，fsum(y−χi+χj)−fsum(y)の値は，頂点 v{i}から v{j}まで

の最も短い有向パスの長さに等しい．ただし，y′ ∈ Znについて fsum(y
′) =

∑
Y ∈F fY (y

′(Y ))

とする．ネットワーク構造を定めている（無向）グラフ Gy はツリーであるので，ある頂点か

ら他の頂点への最短路は 1 つに定まる．線形時間グラフ探索アルゴリズムを用いると，定め

られた i ∈ N に対して，すべての j ∈ N に対して v{i} から v{j} までの有向の最短路の長さ

を，O(n)の計算時間で求めることができる．同様に，定められた i ∈ N に対して，すべての

j ∈ N に対して，逆向きの v{j} から v{i} までの最も短い有向路の長さを，O(n)の計算時間

で求めることができる．このことから，アルゴリズム NewGreedyの各反復が O(n)の計算時

間で実行できることがわかる．

これまでの議論をまとめると，目的関数が 2 次であれば，(Laminar) を O(n2) の計算時間

で解くことができる．従って，定理 4.29が証明された．(Nest)と (Tree)は (Laminar)の特殊

ケースであるので，定理 4.29の系として，次の結果が得られる．

系 4.30. 問題 (Nest)と問題 (Tree)は，目的関数が 2次であれば，O(n2)の計算時間で解く

ことができる．

定理 4.25(i)により，(Nest)と (Tree)のそれぞれの連続緩和問題である (Nest)と (Tree)は，

どちらも (Laminar)に必要なO(n2)よりも少ない O(n log n)の計算時間で解くことができる．

しかしながら (Nest)や (Tree)でも，Step 3に O(n2)の計算時間がかかるため，アルゴリズム

RELAX全体の計算量が削減できるわけではない．(Nest)と (Tree)の目的関数が 2次の場合

に，O(n log n)の計算時間で解けるアルゴリズムが存在するかどうかは，未解決問題である．

4.6.6 ネットワーク制約つき資源配分問題への応用

第 4.4.3節で提案した連続緩和法 RELAXを，(SC)の特殊ケースであるネットワーク制約

つき資源配分問題 (Network)に適用する．目的関数が 2次関数で与えられた場合を考える．以

下では，(Network)の目的関数に用いられる各関数 fi (i ∈ N)は，定数時間で関数値の評価が

できるものとする．

まず，アルゴリズム RELAX の Step 1 の連続緩和問題 (Network) が解けたとする．定理

4.25により，(Network)は，目的関数が 2次であれば，O(|V ∥A| log(|V |2/|A|))の計算時間で
解くことができる．ただし，V と Aはネットワーク構造を与える有向グラフの頂点集合と枝

集合を表す．また、N = {1, 2, . . . , n}はシンクノードの集合で、V の部分集合である。
次に，連続緩和問題の最適解 x∗ ∈ Rn を元問題の実行可能解に丸める方法を説明する．

(x∗,φ∗) ∈ Rn ×R|A| を (Network)の最適解とする．(Network)の制約を定義する係数行列は

完全ユニモジュラであるので，整数ベクトル y ∈ Zn と ψ ∈ Z|A| のペアが存在して，(y,ψ)
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が (Network)の実行可能解であり，かつ

⌊x∗(i)⌋ ≤ y(i) ≤ ⌈x∗(i)⌉ (∀i ∈ N), ⌊φ∗(a)⌋ ≤ ψ(a) ≤ ⌈φ∗(a)⌉ (∀a ∈ A) (4.8)

を満たす ([2, 84] などを参照)．このような (y,ψ) は最大流のアルゴリズムを用いて

効率的に求めることができる．例えば，Goldberg–Tarjan [23] のアルゴリズムならば

O(|V ∥A| log(|V |2/|A|)) の計算時間で求めることができる．ゆえに，アルゴリズム RELAX

の Step 2 は O(|V ∥A| log(|V |2/|A|)) の計算時間で実行できる．なお、条件 (4.8) より，

∥y − x∗∥1 < nであることがわかる．

最後に，アルゴリズム RELAXの Step 3が O(n(|V |+ |A|))の計算時間で実行できること
を示す．Step 2で求めたベクトル y◦ ∈ Zn が ∥y◦ − x∗∥1 < nを満たすことと，(SC)の近接

定理 (定理 4.27)を合わせて考えると，(Network)の最適解 y∗ ∈ Zn が存在して，

∥y∗ − y◦∥1 ≤ ∥y∗ − x∗∥1 + ∥x∗ − y◦∥1 < 2(n− 1) + n < 3n

を満たすことがわかる．ゆえに，RELAX の Step 3 で用いられるアルゴリズム NewGreedy

は，定理 4.12より O(n)の反復回数で終了する．以下では，Step 3で用いられる NewGreedy

の各反復が，ネットワークフローの技工を用いると，O(|V |+ |A|)の計算時間で行えることを
示す．

凸費用流問題に対する，いわゆる残余ネットワークを構築する（[2]などを参照）．(Network)

の与えられた実行可能解 (y,ψ) ∈ Zn×Z|A| について，有向グラフGψ = (V,Aψ)を作る．枝

集合 Aψ は

Aψ = {(h, k) | (h, k) ∈ A, ψ(h, k) < c(h, k)} ∪ {(k, h) | (h, k) ∈ A, ψ(h, k) > 0}

とする．ただし c(i, j) ∈ Z+は弧 (i, j)の容量とする。i, j ∈ N について，ベクトル y−χi+χj

が (Network)の実行可能解であるためには，0 ≤ y − χi + χj ≤ uかつ，Gψ に頂点 iから j

までの有向パスが存在することが必要十分である．また，

fsum(y − χi + χj)− fsum(y) =
[
fi(y(i)− 1)− fi(y(i))

]
+
[
fj(y(j) + 1)− fj(y(j))

]
が成り立つ．ただし，y′ ∈ Zn について fsum(y

′) =
∑

k∈N fk(y
′(k))とする．線形時間グラフ

探索アルゴリズムを用いると，定められた i ∈ N に対して，頂点 iから Gψ の中の到達可能な

頂点集合を O(|V |+ |A|)の計算時間で求めることができる．同様に，定められた i ∈ N に対

して，頂点 iに到達できる Gψ の中の頂点集合も，O(|V |+ |A|)の計算時間で求めることがで
きる．このことから，アルゴリズム NewGreedyの各反復が O(|V | + |A|)の計算時間で実行
できることがわかる．

これまでの議論と定理 4.25 (ii)より，目的関数が 2次の問題 (Network)について，次の結

果が得られたことになる．

定理 4.31. ネットワーク制約つき資源配分問題 (Network) は，目的関数が 2 次であれば，

O(|V ∥A| log(|V |2/|A|))の計算時間で解くことができる．
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4.7 近接定理の証明

連続緩和の 3つの近接定理の証明を与える [53]．

4.7.1 M凸関数最小化問題の近接定理の証明

M凸関数最小化問題 (MC)の近接定理である，定理 4.21を証明する．この定理の証明のた

めには，(MC)の代わりに，以下のような問題 (GMC)

(GMC) Minimize F (x) subject to x ∈ domR F ∩ Zn

を考えるほうが都合がよい．ただし，F : Rn → R ∪ {+∞} は連続変数の閉真 M 凸関数で

ある．定理 4.1 に述べたように，任意の離散 M 凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} について，連
続変数のある閉真 M 凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞} が存在して，任意の x ∈ Zn に対して

F (x) = f(x) を満たすので、問題 (GMC)は (MC)よりも一般化されていることがわかる。

(GMC)の連続緩和問題は，ごく自然に

(GMC) Minimize F (x) subject to x ∈ domR F

と定義される．問題 (GMC)の近接定理を示す．

定理 4.32.

(i) (GMC)の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(GMC)のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して，

∥x∗ − y∗∥∞ < n− 1を満たす．

(ii) (GMC)の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(GMC)のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して，

∥y∗ − x∗∥∞ < n− 1を満たす．

問題 (MC)は (GMC)の特殊ケースであるので，定理 4.21は定理 4.32から即座に導かれる．

定理 4.32から、閉真M凸関数 F が argminR F ̸= ∅を満たすためには，argmin {F (y) | y ∈
Zn} ̸= ∅となることが必要十分であることがわかる（後述する注意 4.2も参照されたい）．

定理 4.32 (i)の証明

定理 4.32(i)の証明のために，これから述べる 2つの性質を用いる．次の補題の主張は，閉

真M凸関数 F を任意に選んだ座標軸 i ∈ N に沿って射影すると，優モジュラ関数になるとい

うものである．

補題 4.33 ([72, 命題 3.12]). 任意の x,y ∈ Rn と任意の i ∈ N について，F (x) + F (y) ≤
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F (x̂) + F (y̌) が成り立つ．ただし，x̂と y̌ は

x̂(j) =


min{x(j), y(j)} (j ∈ N \ {i}のとき),

x(N)−
∑

k∈N\{i}

min{x(k), y(k)} (j = iのとき),

y̌(j) =


max{x(j), y(j)} (j ∈ N \ {i}のとき),

y(N)−
∑

k∈N\{i}

max{x(k), y(k)} (j = iのとき)

と定義されるベクトルである。

実数 γ ∈ Rに対して，
level(F, γ) = {x ∈ Rn | F (x) ≤ γ}

と定義する．このとき，F は閉凸関数であるので，level(F, γ)は閉集合である（[83, 定理 7.1]

などを参照）．

補題 4.34. ベクトル y∗ ∈ domR F と，level(F, γ) が空にならない実数値 γ ∈ R を考える．
ベクトル x̃ ∈ level(F, γ)が level(F, γ)の中で ∥x̃− y∗∥1 の値を最小にするとする．
(i) k ∈ N が

F (y∗ − χi + χk) ≥ F (y∗) (∀i ∈ N) (4.9)

の条件を満たすとき，x̃(k)− y∗(k) < n− 1となる．

(ii) k ∈ N が
F (y∗ − χk + χj) ≥ F (y∗) (∀j ∈ N)

の条件を満たすとき，x̃(k)− y∗(k) > −(n− 1)となる．

証明. (i) のみを証明する．(ii) も同様に証明できる．x̃(k) > y∗(k) の場合を考えればよい．

このとき，

F (x̃− ε(χk − χi)) > F (x̃)
(∀i ∈ supp−(x̃− y∗), 0 < ∀ε ≤ min{x̃(k)− y∗(k), y∗(i)− x̃(i)}) (4.10)

が成り立つ．なぜなら，そうでないとすれば，あるベクトル x′ ∈ domR F が存在して，F (x′) ≤
F (x̃) ≤ γ かつ ∥x′−y∗∥1 < ∥x̃−y∗∥1 を満たすことになるが，これは x̃の選び方に矛盾する
からである．supp−(x̃−y∗) = {i1, i2, . . . , it}とする．ただし，t = |supp−(x̃−y∗)| (≤ n−1)

である．y0 = y∗ として，λh ∈ R+ と yh ∈ Rn を h = 1, 2, . . . , tに対して順次

λh = sup{λ | yh−1 + λ(χk − χih) ∈ domR F,

λ ≤ min{x̃(k)− yh−1(k), yh−1(ih)− x̃(ih)},
F (yh−1 + λ′(χk − χih))はλ

′ ∈ [0, λ]の範囲で真に減少する },
yh = yh−1 + λh(χk − χih)

と定義する．ここで、λh = 0の場合もあり得る。yh の定義と F の閉凸性から，

F (yh) < F (yh−1) （λh > 0のとき）, (4.11)

F (yh + λ(χk − χih)) ≥ F (yh) (∀λ > 0)

（x̃(k) > yh(k)かつ yh(ih) > x̃(ih)のとき） (4.12)
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が成り立つ．

Claim 1:
∑t

h=1 λh = x̃(k)− y0(k).

[Claim 1の証明] 矛盾を導くために，
∑t

h=1 λh < x̃(k)−y0(k)と仮定する．k ∈ supp+(x̃−
yt) であるので，(M-EXC[R]) よりある ih ∈ supp−(x̃ − yt) と十分に小さな λ > 0 が存在

して，
F (x̃) + F (yt) ≥ F (x̃− λ(χk − χih)) + F (yt + λ(χk − χih))

を満たす．補題 4.33の i = k の場合を考えると，

F (yh + λ(χk − χih)) + F (yt) ≤ F (yt + λ(χk − χih)) + F (yh)

となる．この 2つの不等式を合わせると，

F (yh + λ(χk − χih))− F (yh) ≤ F (x̃)− F (x̃− λ(χk − χih)) < 0 (4.13)

となる．最後の不等式は，ih ∈ supp−(x̃− yt) ⊆ supp−(x̃− y∗) と式 (4.10)による。この式

(4.13)は，式 (4.12)に矛盾する． [Claim 1の証明終わり]

Claim 2: h = 1, 2, . . . , tについて，λh > 0であれば F (y∗ + λh(χk −χih)) < F (y∗)が成

り立つ．

[Claim 2の証明] h ∈ {1, 2, . . . , t}, λh > 0とする．補題 4.33の i = k の場合を考えると，

F (y∗ + λh(χk − χih)) + F (yh−1) ≤ F (yh) + F (y∗)

となり，
F (y∗ + λh(χk − χih))− F (y∗) ≤ F (yh)− F (yh−1) < 0

が成り立つ．なお、最後の不等式は式 (4.11)による． [Claim 2の証明終わり]

不等式 (4.9)と F の凸性を用いると，

F (y∗ + β(χk − χi)) ≥ F (y∗) (任意のβ ≥ 1, i ∈ N に対して)

が成り立つ．従って Claim 2より任意の h = 1, 2, . . . , tに対して λh < 1が言えて，Claim 1

と合わせると，目的の不等式

x̃(k)− y∗(k) = x̃(k)− y0(k) =

t∑
h=1

λh < t ≤ n− 1

の成り立つことがわかる．

定理 4.32(i) を証明する準備が整った．y∗ が (GMC) の最小解である，つまり F (y∗) =

min{F (y) | y ∈ Zn}を満たすとする．任意の k ∈ N に対して不等式

F (y∗ − χi + χk) ≥ F (y∗) (任意の i ∈ N に対して), (4.14)

F (y∗ − χk + χj) ≥ F (y∗) (任意の j ∈ N に対して) (4.15)
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が成り立つ．

まず argminR F ̸= ∅を仮定し，γ = min{F (x) | x ∈ Rn}とする．このとき，level(F, γ) =
argminR F となる．x̃ ∈ Rn を level(F, γ) のすべてのベクトルの中で，∥x̃ − y∗∥1 の値
を最小化するものと仮定する．式 (4.14) と補題 4.34(i) より，任意の k ∈ N に対して

x̃(k) − y∗(k) < n − 1 となる．同様に，式 (4.15) と補題 4.34(ii) より，任意の k ∈ N に

対して x̃(k) − y∗(k) > −(n − 1) となる．これより，x̃ ∈ level(F, γ) = argminR F は

∥x̃− y∗∥∞ < n− 1を満たすことがわかる．

argminR F ̸= ∅を示せば証明が完了する．このために，次の性質

level(F, γ) ̸= ∅を満たす任意のγ ∈ Rに対して，
ある x ∈ level(F, γ)が存在して，∥x− y∗∥∞ ≤ n− 1を満たす

(4.16)

に着目する．実際、x̃ ∈ domR F を level(F, γ)のベクトルの中で，∥x̃− y∗∥1 の値を最小化す
るものとすると、補題 4.34 (i)と式 (4.14)より任意の k ∈ N に対して x̃(k)−y∗(k) < n−1と

なり、同様に，補題 4.34 (ii)と式 (4.15)より任意の k ∈ N に対して x̃(k)− y∗(k) > −(n− 1)

となるので、式 (4.16)が成り立つことがわかる．

式 (4.16)の性質から，

inf{F (x) | x ∈ domR F, ∥x− y∗∥∞ ≤ n− 1} = inf{F (x) | x ∈ domR F},
argmin {F (x) | x ∈ domR F, ∥x− y∗∥∞ ≤ n− 1} ⊆ argminR F

が成り立つことがわかる．また、

argmin {F (x) | x ∈ domR F, ∥x− y∗∥∞ ≤ n− 1} ≠ ∅

が成り立つ．なぜなら，F は閉真凸関数であり，{x ∈ domR F | ∥x− y∗∥∞ ≤ n− 1}は有界
かつ閉集合だからである．ゆえに，argminR F ̸= ∅となる．

定理 4.32 (ii)の証明

定理 4.32 (i)と (ii)は、近接の方向がいわば逆方向の関係にある。そこで (ii)の証明には，

先に証明した (i)に摂動を適用する．x∗ ∈ Rn を (GMC)の最適解とする．y∗ ∈ Zn を (GMC)

の最適解のうち，∥x∗ − y∗∥1 の値を最小にするものとする．正の数 δ を用いて，新しい問題

(GMCδ)を

(GMCδ) Minimize F (y) + δ∥y − x∗∥1 subject to y ∈ Zn

と定義する．関数 δ∥y−x∗∥1 は y についての分離凸関数であるので，F (y) + δ∥y−x∗∥1 は
y についての閉真M凸関数である．なぜなら、分離凸関数との和はM凸性を保存するからで

ある [62, 定理 6.49]．x∗ が (GMCδ)の連続緩和問題の唯一の最適解であることは容易にわか

る．さらに，δ が十分に小さい正の数であれば，y∗ は (GMCδ)の最適解である．ゆえに，定

理 4.32(i)を (GMCδ)と連続緩和問題に適用すると，∥x∗ − y∗∥∞ < n− 1が得られる．

注意 4.2. 定理 4.32 より，閉真 M 凸関数 F が argminR F ̸= ∅ を満たすためには，
argmin {F (y) | y ∈ Zn} ̸= ∅ の成り立つことが必要十分である．しかし，F が M 凸関
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数ではない一般の場合，argminR F ̸= ∅と argmin {F (y) | y ∈ Zn} ≠ ∅ の 2つの条件は，次

に示す 2つの例のように，必要条件でも十分条件でもない．

1つめの例として、F : R2 → R ∪ {+∞}を

F (x1, x2) =


(2x2 − 1)2

x1 + 1
(x1 ≥ 0かつ 0 ≤ x2 ≤ 1のとき),

+∞ (その他)

と定義された閉真凸関数とする．argminR F = {(x1, 0.5) | x1 ∈ R, x1 ≥ 0} ≠ ∅ となる．一
方，任意の整数ベクトル y = (y1, y2) ∈ Z2について F (y) > 0 であり、さらに inf{F (y) | y ∈
Z2} = inf{1/(y1 + 1) | y1 ∈ Z+} = 0である．このことから argmin {F (y) | y ∈ Z2} = ∅と
なることがわかる．

2つめの例として，G : R2 → R ∪ {+∞}を

G(x1, x2) =

{
1/(x1 + 1) (x1 ≥ 0かつ x2 =

√
2 · x1のとき),

+∞ (その他)

と定義された閉真凸関数とする．(0, 0)は関数 Gが有限値をとる唯一の整数ベクトルであるの

で，argmin {G(y) | y ∈ Z2} = {(0, 0)}となる．一方，任意の x ∈ R2 について G(x) > 0で

あり，inf G = inf{1/(x1 + 1) | x1 ≥ 0} = 0となる．このことから argminRG = ∅となるこ
とがわかる．

4.7.2 劣モジュラ制約つき資源配分問題の近接定理の証明

劣モジュラ制約つき資源配分問題 (SC)の近接定理である，定理 4.27を証明する．(SC)の

実行可能解集合は，
ρ+(Y ) = min{ρ(Z) | Z ⊇ Y } (Y ⊆ N)

として与えられる劣モジュラ関数 ρ+ : 2N → Z∪ {+∞}を用いたM凸集合 B(ρ+)∩Zn とし

て表現できることが知られている（[17, 第 3.1節 (b)]を参照）．ただし B(ρ+)は、劣モジュラ

関数 ρ+ が式 (2.67)のように定める基多面体である。ゆえに，問題 (SC)は，

Minimize

n∑
i=1

Fi(x(i)) subject to x ∈ B(ρ+) ∩ Zn

と書き換えることができる．

このことから，(SC)よりも若干一般化された問題である，M凸集合上の分離凸関数の最小

化問題

(GSC) Minimize
n∑

i=1

Fi(x(i)) subject to x ∈ B(ρ) ∩ Zn,

を考える．ただし，Fi : R → R (i ∈ N)は 1変数凸関数であり，ρ : 2N → Z ∪ {+∞} は整
数値の劣モジュラ関数で、ρ(∅) = 0かつ ρ(N) < +∞を満たすとする．(GSC)の連続緩和は，
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自然に

(GSC) Minimize
n∑

i=1

Fi(x(i)) subject to x ∈ B(ρ)

と定義される．

問題 (GSC)の近接定理を示す．

定理 4.35.

(i) (GSC) の任意の最適解 y∗ ∈ Zn に対して，(GSC) のある最適解 x∗ ∈ Rn が存在して，

∥x∗ − y∗∥1 < 2(n− 1)を満たす．

(ii) (GSC) の任意の最適解 x∗ ∈ Rn に対して，(GSC) のある最適解 y∗ ∈ Zn が存在して，

∥y∗ − x∗∥1 < 2(n− 1)を満たす．

この定理より定理 4.27は直ちに導かれる．

以下では，問題 (GSC)に関する補題を用いて，定理 4.35を証明する．x ∈ Rn に関して，

Fsum(x) =
∑
i∈N

Fi(x(i))

と表すことにする．

補題 4.36. φ : R → Rを 1変数凸関数とする．α, β ∈ Rを α < β，ε ∈ Rを 0 ≤ ε ≤ β − α

とすると，φ(α) + φ(β) ≥ φ(α+ ε) + φ(β − ε)となる．

補題 4.37 ([72]). x,y ∈ Rn, i ∈ supp+(x− y), j ∈ supp−(x− y)に対して

Fsum(x) + Fsum(y) ≥ Fsum(x− α(χi − χj)) + Fsum(y + α(χi − χj))

が 0 ≤ α ≤ min{x(i)− y(i), y(j)− x(j)} を満たす任意の α ∈ Rについて成り立つ．

証明. この不等式は補題 4.36から導かれる．

定理 4.35(i)の証明

y∗ ∈ B(ρ)∩Znを (GSC)の最適解とする．x∗ ∈ B(ρ)を (GSC)の最適解のうち，∥x∗−y∗∥1
の値を最小化するものとする．以下では，集合 supp(x∗ − y∗) = {i ∈ N | x∗(i) ̸= y∗(i)}の
要素数についての数学的帰納法によって，

∥x∗ − y∗∥1 < 2(|supp(x∗ − y∗)| − 1) (x∗ ̸= y∗ のとき) (4.17)

であることを示す．これが言えれば |supp(x∗ − y∗)| ≤ n から (i) の成り立つことがわかる．

なお、x∗(N) = y∗(N)であるので，x∗ ̸= y∗ のとき |supp(x∗ − y∗)| ≥ 2となる．

x∗ ̸= y∗ であると仮定し，

L = {i ∈ N | |x∗(i)− y∗(i)| ≥ 1}

とおく．次の 3つの場合に分けて考える．
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Case 1: supp−(x∗ − y∗) ∩ L = ∅
Case 2: supp−(x∗ − y∗) ∩ L ̸= ∅ かつ supp+(x∗ − y∗) \ L = ∅
Case 3: supp−(x∗ − y∗) ∩ L ̸= ∅ かつ supp+(x∗ − y∗) \ L ̸= ∅

(Case 1) 仮定より，

|x∗(j)− y∗(j)| < 1 (∀j ∈ supp−(x∗ − y∗)). (4.18)

が成り立つ．x∗(N) = y∗(N) = ρ(N)であるので，∑
i∈supp+(x∗−y∗)

|x∗(i)− y∗(i)| =
∑

j∈supp−(x∗−y∗)

|x∗(j)− y∗(j)| (4.19)

となる．また，

|supp−(x∗ − y∗)| = |supp(x∗ − y∗)| − |supp+(x∗ − y∗)|
≤ |supp(x∗ − y∗)| − 1 (4.20)

である．従って

∥x∗ − y∗∥1 = 2
∑

j∈supp−(x∗−y∗)

|x∗(j)− y∗(j)| < 2|supp−(x∗ − y∗)|

≤ 2(|supp(x∗ − y∗)| − 1)

が成り立つ．ただし，等式は式 (4.19)より，1つめの不等式は式 (4.18)より，2つめの不等式

は式 (4.20)より導かれる．ゆえに，式 (4.17)が成り立つ．

(Case 2) j ∈ supp−(x∗ − y∗) ∩ Lとする．j ∈ supp+(y∗ − x∗)であるので，定理 2.39

より，ある i ∈ supp−(y∗ − x∗)と十分に小さい ε > 0が存在して，

y∗ − ε(χj − χi) ∈ B(ρ), x∗ + ε(χj − χi) ∈ B(ρ) (4.21)

を満たす．さらに、y∗ ∈ B(ρ)∩Znであり，ρが整数値関数であるので，y∗−ε(χj−χi) ∈ B(ρ)

から y∗ − (χj − χi) ∈ B(ρ) ∩ Zn であることがわかる．

Case 2の仮定より i ∈ supp−(y∗ − x∗) = supp+(x∗ − y∗) ⊆ L が成り立つので、y∗(i) ≤
x∗(i)− 1である．∥(x∗ + ε(χj − χi))− y∗∥1 < ∥x∗ − y∗∥1 と x∗ の選び方によって，

Fsum(x∗ + ε(χj − χi)) > Fsum(x∗) (4.22)

となる．Fsum の凸性と不等式 (4.22)から

Fsum(x∗ + (χj − χi)) > Fsum(x∗) (4.23)

となる．y∗(j) ≥ x∗(j) + 1かつ y∗(i) ≤ x∗(i)− 1であるので，補題 4.37により，

Fsum(y∗) + Fsum(x∗) ≥ Fsum(y∗ − (χj − χi)) + Fsum(x∗ + (χj − χi)) (4.24)

となる．式 (4.23)と式 (4.24)から Fsum(y∗− (χj −χi)) < Fsum(y∗)となるが，これは y∗ が

(GSC)の最適解であることに矛盾する．このことから Case 2が起こりえないことがわかる．
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(Case 3) 仮定より，k ∈ supp+(x∗ − y∗) \L となる kが存在する．このような kを一つ

固定する。

B = {x ∈ Rn | x ∈ B(ρ), x(i) = y∗(i) (∀i ∈ N \ supp(x∗ − y∗)), x(k) ≤ y∗(k)}

とする．集合 B は整基多面体であり，B ∩ Zn はM凸集合である（[17, 第 3.1節 (b)]などを

参照）．このとき y∗ ∈ B かつ x∗ ̸∈ B となる．問題 (GSC ′)とその連続緩和問題 (GSC ′)を考

える:

(GSC ′) Minimize

n∑
i=1

Fi(x(i)) subject to x ∈ B ∩ Zn,

(GSC ′) Minimize

n∑
i=1

Fi(x(i)) subject to x ∈ B.

y∗ ∈ B かつ B ⊆ B(ρ) であるので，y∗ は (GSC ′) の最適解である．このことと，定理 4.21

より，(GSC ′)の最適解が存在することがわかる．S (⊆ B)を (GSC ′)の最適解集合とし，S∗

を (GSC ′)の最適解 xのうち，∥x− y∗∥1 の値を最小化するものの集合，つまり

S∗ = {x ∈ S | ∥x− y∗∥1 ≤ ∥x′ − y∗∥1 (∀x′ ∈ S)}

とする．後で示すように，ある x̃ ∈ S∗ が存在し，条件

x̃(k) = y∗(k), (4.25)

supp+(x∗ − x̃) = {k} (4.26)

を満たす．x∗(N) = x̃(N) = ρ(N)であるので，∑
j∈supp−(x∗−x̃)

|x∗(j)− x̃(j)| =
∑

i∈supp+(x∗−x̃)

|x∗(i)− x̃(i)| = |x∗(k)− x̃(k)|

が成り立つ．ただし，最後の等式は式 (4.26)による．この等式と式 (4.25)から，

∥x∗ − x̃∥1 = 2|x∗(k)− x̃(k)| = 2|x∗(k)− y∗(k)| < 2 (4.27)

が成り立つことがわかる．ただし，最後の不等式は k ̸∈ Lからわかる．x̃ = y∗ のときは，不

等式 (4.27)より

∥x∗ − y∗∥1 = ∥x∗ − x̃∥1 < 2 ≤ 2(|supp(x∗ − y∗)| − 1),

が成り立つ，つまり式 (4.17) が成り立つことがわかる．ゆえに，x̃ ̸= y∗ と仮定する．

x̃ ∈ B より supp(x̃ − y∗) ⊆ supp(x∗ − y∗) となることがわかり，式 (4.25) と合わせると，

supp(x̃− y∗) ⊆ supp(x∗ − y∗) \ {k}となる．ゆえに，帰納法の仮定を問題 (GSC ′)とベクト

ル x̃,y∗ にあてはめて，不等式

∥x̃− y∗∥1 < 2(|supp(x̃− y∗)| − 1) (4.28)
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を得る．式 (4.27)と式 (4.28)を用いると，

∥x∗ − y∗∥1 ≤ ∥x∗ − x̃∥1 + ∥x̃− y∗∥1
< 2 + 2(|supp(x̃− y∗)| − 1) ≤ 2(|supp(x∗ − y∗)| − 1)

として式 (4.17)を導くことができた．

式 (4.25)と式 (4.26)を満たす x̃ ∈ S∗ が存在することを示せば，証明が完了する．

x̃ ∈ S∗ を，S∗ のベクトルの中で，x̃(k)の値を最大化するものとする．そのとき，x̃(k) <

y∗(k)であると仮定して，矛盾を導く．x∗(k) > y∗(k)であるので，k ∈ supp+(x∗ − x̃)であ
る．従って，定理 2.39と補題 4.37より，ある j ∈ supp−(x∗ − x̃) と十分に小さい正の数 ε

が存在して，x∗ − ε(χk − χj) ∈ B(ρ)かつ x̃+ ε(χk − χj) ∈ B(ρ)を満たし，さらに

Fsum(x∗) + Fsum(x̃) ≥ Fsum(x∗ − ε(χk − χj)) + Fsum(x̃+ ε(χk − χj)) (4.29)

を満たす．x∗ は (GSC)の最適解であるので，

Fsum(x∗) ≤ Fsum(x∗ − ε(χk − χj)) (4.30)

が成り立つ．x̃(k) < y∗(k)であり，εは十分に小さいので，x̃+ ε(χk −χj) ∈ B が成り立つ．

これより，x̃が (GSC ′)の最適解であることに注意すると，

Fsum(x̃) ≤ Fsum(x̃+ ε(χk − χj)) (4.31)

であることがわかる．式 (4.29), (4.30), (4.31)より，(4.31)の不等式は等号で成り立ち，これ

より x̃+ ε(χk − χj) もまた (GSC ′)の最適解になることがわかる．x̃(k) < x̃(k) + ε ≤ y∗(k)

であるので，∥(x̃+ε(χk−χj))−y∗∥1 ≤ ∥x̃−y∗∥1となる．x̃ ∈ S∗より x̃+ε(χk−χj) ∈ S∗

である．しかしながら，これは x̃が S∗ のベクトルの中で x̃(k)の値を最大化することに矛盾

する．ゆえに，x̃は式 (4.25)を満たす．

x̃を式 (4.25)を満たす S∗ のベクトルの中で，∑
i∈N

max{x∗(i)− x̃(i), 0}

の値を最小化するものとする．このように選んだベクトル x̃は式 (4.26)を満たすことを示す．

条件 (4.26) の否定、すなわち supp+(x∗ − x̃) \ {k} ̸= ∅ を仮定して矛盾を導く．h ∈
supp+(x∗− x̃)\{k}とおく．このとき，定理 2.39と補題 4.37より，ある j ∈ supp−(x∗− x̃)
と十分に小さい正の数 εが存在して，x∗ − ε(χh − χj) ∈ B(ρ)かつ x̃+ ε(χh − χj) ∈ B(ρ)

を満たし，さらに

Fsum(x∗) + Fsum(x̃) ≥ Fsum(x∗ − ε(χh − χj)) + Fsum(x̃+ ε(χh − χj)) (4.32)

を満たす．x∗ は (GSC)の最適解であるので，

Fsum(x∗) ≤ Fsum(x∗ − ε(χh − χj)) (4.33)

を満たす．x̃は (GSC ′)の最適解であり，x̃+ ε(χh − χj) ∈ B であるので，

Fsum(x̃) ≤ Fsum(x̃+ ε(χh − χj)) (4.34)
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を満たす．式 (4.32), (4.33), (4.34)から，(4.33)と (4.34)の不等式は等号で成り立つことに

なる．これより，x′
∗ = x∗ − ε(χh −χj)は (GSC)の最適解であり，x̃′ = x̃+ ε(χh −χj) は

(GSC ′)の最適解であることがわかる．x∗ の選び方から ∥x′
∗ − y∗∥1 ≥ ∥x∗ − y∗∥1 であるか

ら，(i) x∗(h) ≤ y∗(h)あるいは (ii) x∗(j) ≥ y∗(j)が成り立つ。

以下では，x̃′ が式 (4.25)および∑
i∈N

max{x∗(i)− x̃′(i), 0} <
∑
i∈N

max{x∗(i)− x̃(i), 0} (4.35)

を満たす S∗ のベクトルであり，x̃ の選び方に矛盾していることを示す．まず、式 (4.25) の

x̃′(k) = x̃(k) = y∗(k)は明らかである．次に、

|x̃′(i)− y∗(i)| = |x̃(i)− y∗(i)| (∀i ∈ N \ {h, j}),
|x̃′(i)− y∗(i)| ≤ |x̃(i)− y∗(i)|+ ε (∀i ∈ {h, j})

が成り立つ．(i) x∗(h) ≤ y∗(h)のとき，x̃(h) < x̃(h) + ε = x̃′(h) < x∗(h) ≤ y∗(h) であるの

で，|x̃′(h)−y∗(h)| = |x̃(h)−y∗(h)|−εとなる．(ii) x∗(j) ≥ y∗(j)のとき，̃x(j) > x̃(j)−ε =
x̃′(j) > x∗(j) ≥ y∗(j) であるので，|x̃′(j) − y∗(j)| = |x̃(j) − y∗(j)| − ε となる．ゆえに，

∥x̃′ − y∗∥1 ≤ ∥x̃− y∗∥1，つまり x̃′ ∈ S∗ が成り立つ．最後に，不等式 (4.35) が∑
i∈N

max{x∗(i)− x̃′(i), 0} −
∑
i∈N

max{x∗(i)− x̃(i), 0}

=
[
max {x∗(h)− x̃′(h), 0} −max {x∗(h)− x̃(h), 0}

]
+
[
max {x∗(j)− x̃′(j), 0} −max {x∗(j)− x̃(j), 0}

]
=

[
x∗(h)− x̃(h)− ε

]
−
[
x∗(h)− x̃(h)

]
= −ε < 0

として得られる．ただし，2番目の等式は h ∈ supp+(x∗ − x̃), j ∈ supp−(x∗ − x̃)と εが十

分に小さい正の数であることから導かれた．

ゆえに，x̃は式 (4.25)と式 (4.26)を満たす．よって定理 4.35 (i)が証明された．

定理 4.35 (ii)の証明

定理 4.35 (i)と (ii)は、近接の方向がいわば逆方向の関係にある。そこで (ii)の証明には，

先に証明した (i)に摂動を適用する．x∗ ∈ B(ρ)を (GSC)の最適解とする．y∗ ∈ B(ρ) ∩ Zn

を (GSC)の最適解のうち ∥x∗ − y∗∥1 の値を最小にするものとする．正の数 δ を用いて，新た

な問題

(GSCδ) Minimize

n∑
i=1

(
Fi(x(i)) + δ|x(i)− x∗(i)|

)
subject to x ∈ B(ρ) ∩ Zn

を定義する．

この問題も M 凸集合上の分離凸関数を最小化する問題である．x∗ が (GSCδ) の連続緩和

の唯一の最適解であることは容易にわかる．更に，δ が十分に小さい正の数のとき，y∗ は

(GSCδ)の最適解である．よって，定理 4.35 (i) を問題 (GSCδ)とその連続緩和問題に適用し

て，∥x∗ − y∗∥1 < 2(n− 1)が得られる．
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4.7.3 層族制約つき資源配分問題の近接定理の証明

層族制約つき資源配分問題 (Laminar) の近接定理である，定理 4.28 を証明する．最初に，

有用な補題を示す．F ⊆ 2N は条件 (4.6)を満たす層族とする．第 4.1節で述べた X ∈ F の
親と子の定義を思い出すと，相異なる 2つの要素 i, j ∈ N について，i, j の両方を含む F の
最小の集合は唯一に定まる．これを iと j の「直近の共通祖先」と呼ぶことにする．任意の相

異なる i, j ∈ N について，「i から j への（F 中の）（有向）パス」は，F に含まれる集合列
S0, S1, . . . , St (t ≥ 2)として定義され，以下の条件

(i) S0 = {i}, St = {j}
(ii) ある k(1 ≤ k ≤ t− 1)が存在して，Sk が iと j の「直近の共通祖先」である

(iii) h = 0, 1, . . . , k − 1について，集合 Sh+1 が Sh の親である

(iv) h = k + 1, k + 2, . . . , tについて，集合 Sh−1 が Sh の親である

を満たす．iから j へのパスは唯一に定まることに注意する．

z ∈ Rn とし，i, j ∈ N を相異なる要素とする．i, j, F , z に関して，「容量」cap(i, j,F , z)
を

cap(i, j,F , z) = min

[
min

0≤h≤k−1
max(z(Sh), 0), min

k+1≤h≤t
max(−z(Sh), 0)

]
,

と定める．ただし，S0, S1, . . . , St は iから j へのパスであり，Sk は iと j の直近の共通祖先

である．cap(i, j,F , z) > 0が成り立つためには，

z(Sh) > 0 (h = 0, 1, . . . , k − 1), z(Sh) < 0 (h = k + 1, k + 2, . . . , t)

が成り立つことが必要十分であることを注意しておく．

ここでは鍵となる補題を述べる．

補題 4.38. F ⊆ 2N を条件 (4.6)を満たす層族とし、z ∈ Rn は z(N) = 0を満たすベクトル

とする．任意の相異なる要素 i, j ∈ N に対して cap(i, j,F ,z) < 1であるとする．このとき，

∥z∥1 ≤ 2(n− 1)が成り立ち，n ≥ 2であれば狭義の不等式 ∥z∥1 < 2(n− 1)が成り立つ．

証明. この補題を，集合 N の元の個数 n についての数学的帰納法で示す．n = 1 のとき，

z(1) = z(N) = 0より ∥z∥1 = 0 = 2(n− 1)である．ゆえに，n ≥ 2を考えればよい．

Claim 1: 任意の i ∈ supp+(z)について，ある j ∈ supp−(z)が存在して，cap(i, j,F , z) > 0

を満たす．

[Claim 1 の証明] X ⊆ N を z(X) ≤ 0 かつ i ∈ X を満たす F の（一意的に定まる）
最小の集合とする．z(N) = 0 かつ N ∈ F であるので，このような X は常に存在する．

z(i) > 0より |X| ≥ 2である．S0, S1, . . . , Sk (k ≥ 1)を S0 = {i}, Sk = X かつ Sh が Sh−1

(h = 1, 2, . . . , k) の親になっている集合列とする．このとき，X の選び方から z(Sh) > 0

(h = 0, 1, . . . , k − 1)となる．z(Sk) = z(X) ≤ 0かつ z(Sk−1) > 0であるので，X には別の
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子 Sk+1 が存在して z(Sk+1) < 0を満たす．|Sk+1| ≥ 2のとき，Sk+1 の子 Sk+2 ∈ F が存在
して，z(Sk+2) < 0 を満たす．これを繰り返すと集合列 Sk+1, Sk+2, . . . , St−1, St が得られ，

|St| = 1, z(Sh) < 0 (h = k+1, k+2, . . . , t)かつ Sh が Sh−1 (h = k+1, k+2, . . . , t)の子に

なっている．j ∈ N を St のただひとつの要素とする．このとき，上の結果から j ∈ supp−(z)

かつ cap(i, j,F , z) > 0であることがわかる． [Claim 1の証明終わり]

z ̸= 0 と仮定してよい．i∗ ∈ supp+(z) とおく．Claim 1 より，ある j∗ ∈ supp−(z) が

存在して，cap(i∗, j∗,F ,z) > 0 を満たす．i∗ から j∗ までのパスを S̃0, S̃1, . . . , S̃t とし，S̃k

(1 ≤ k ≤ t− 1)を i∗ と j∗ の直近の共通祖先とする．

z̃ = z − δ(χi∗ − χj∗)と定義する．ただし δ = cap(i∗, j∗,F , z) (> 0)とする．このとき，

∥z̃∥1 = ∥z∥1 − 2δ となる．

Claim 2: 任意の相異なる i, j ∈ N に対して，cap(i, j,F , z̃) ≤ cap(i, j,F ,z) (< 1) が成り

立つ．

[Claim 2 の証明] 任意の X ∈ F に対して z(X) ≥ 0 のときに 0 ≤ z̃(X) ≤ z(X) が成

り立ち，z(X) < 0 のときに 0 ≥ z̃(X) ≥ z(X) が成り立つことを示せば十分である．パス

の定義より，S̃0, . . . , S̃k−1 は F の中のパスになっていて，i∗ を含み j∗ を含まない．従っ

て，X ∈ {S̃0, . . . , S̃k−1} に対して、z(X) ≥ δ より z̃(X) = z(X) − δ ≥ 0 となる．同様

に，集合 X ∈ {S̃k+1, . . . , S̃t} はそれぞれ j∗ を含み i∗ を含まないので，z(X) ≤ −δ よ
り z̃(X) = z(X) + δ ≤ 0 となる．最後に，{S̃0, . . . , S̃k−1} ∪ {S̃k+1, . . . , S̃t} に含まれない
X ∈ F は，i∗ と j∗ を両方含むか，両方含まないかのどちらかであるので，z̃(X) = z(X)が

成り立つ． [Claim 2の証明終わり]

δ = cap(i∗, j∗,F , z)の定義により，ある v ∈ {0, . . . , k − 1} ∪ {k + 1, . . . , t}が存在して，
|z(S̃v)| = δ を満たす．これより，z̃(S̃v) = 0となる．N ′ = S̃v とし，N ′′ = N \ S̃v とする．

|S̃v ∩ {i∗, j∗}| = 1であるので，1 ≤ |N ′| < nかつ 1 ≤ |N ′′| < nが成り立つ．新しい集合族

F ′ ⊆ 2N
′
と F ′′ ⊆ 2N

′′
を

F ′ = {Y | Y ∈ F , Y ⊆ S̃v},
F ′′ = {Y | Y ∈ F , Y ∩ S̃v = ∅} ∪ {Y \ S̃v | Y ∈ F , Y ⊃ S̃v}

と定義する．このとき F ′ と F ′′ は条件 (4.6) を満たすので層族である．ベクトル z′ ∈ RN ′

を z′(i) = z̃(i) (i ∈ N ′)と定義し，ベクトル z′′ ∈ RN ′′
を z′′(i) = z̃(i) (i ∈ N ′′)と定義する．

次の Claim 3 は，任意の相異なる i, j ∈ N ′（あるいは i, j ∈ N ′′）に対して，F ′（あるいは

F ′′）の iから j へのパスが F の iから j へのパスに一致することから容易に導かれる．

Claim 3: 任意の相異なる i, j ∈ N ′ に対して，cap(i, j,F ′, z′) = cap(i, j,F , z̃) が成り立
つ．また、任意の相異なる i, j ∈ N ′′に対して，cap(i, j,F ′′, z′′) = cap(i, j,F , z̃)が成り立つ．

Claim 2 と Claim 3 より，任意の相異なる i, j ∈ N ′ に対して cap(i, j,F ′,z′) < 1 が成り

立ち，任意の相異なる i, j ∈ N ′′ に対して cap(i, j,F ′′, z′′) < 1が成り立つ．ゆえに，帰納法
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の仮定を適用して，∥z′∥1 ≤ 2(|N ′| − 1)と ∥z′′∥1 ≤ 2(|N ′′| − 1)が得られる．δ < 1である

ので，

∥z∥1 = 2δ + ∥z̃∥1 = 2δ + ∥z′∥1 + ∥z′′∥1
< 2 + 2(|N ′| − 1) + 2(|N ′′| − 1) = 2(|N ′|+ |N ′′| − 1) = 2(n− 1)

が成り立つ．

定理 4.28 (i)の証明

問題 (Laminar)においては，n ≥ 2が前提であった．y∗ ∈ Zn を (Laminar)の最適解とし，

x∗ ∈ Rn を (Laminar)の最適解の中で，∥x∗ − y∗∥1 の値を最小化するものとする．x∗ = y∗

のときは，直ちに (i)が成り立つことがわかるので，x∗ ̸= y∗ と仮定してよい．z = x∗ − y∗
とする．このとき，z(N) = x∗(N)− y∗(N) = K −K = 0が成り立つ．任意の相異なる要素

i, j ∈ N に対して，cap(i, j,F ,z) < 1であることを示そう．これが示せると，補題 4.38より

不等式 ∥x∗ − y∗∥1 < 2(n− 1)の成り立つことがわかる．

i, j ∈ N を固定する。S0, S1, S2, . . . , St を iから j までのパスとし，Sk (1 ≤ k ≤ t− 1)を

iと j の直近の共通祖先とする．ここで cap(i, j,F , z) ≥ 1と仮定すると、h = 0, 1, . . . , k − 1

に対して z(Sh) ≥ 1となり，h = k + 1, k + 2, . . . , tに対して z(Sh) ≤ −1となる．以下では、

ここから矛盾を導く。

ベクトル x′ と y′ を，それぞれ x′ = x∗ − χi + χj，y′ = y∗ + χi − χj と定義する．この

とき，

uX ≥ x∗(X) > x′(X) = x∗(X)− 1 ≥ y∗(X) ≥ ℓX (X ∈ {S0, . . . , Sk−1}のとき),

ℓX ≤ y∗(X) < y′(X) = y∗(X) + 1 ≤ x∗(X) ≤ uX (X ∈ {S0, . . . , Sk−1}のとき),

ℓX ≤ x∗(X) < x′(X) = x∗(X) + 1 ≤ y∗(X) ≤ uX (X ∈ {Sk+1, . . . , St}のとき),

uX ≥ y∗(X) > y′(X) = y∗(X)− 1 ≥ x∗(X) ≥ ℓX (X ∈ {Sk+1, . . . , St}のとき),

x′(X) = x∗(X), y′(X) = y∗(X) (X ∈ F , X ̸∈ {S0, . . . , Sk−1} ∪ {Sk+1, . . . , St}のとき)

となる．ゆえに，y′ と x′ は，それぞれ (Laminar)と (Laminar)の実行可能解である．上記の

不等式と補題 4.36より，

FX(x∗(X)) + FX(y∗(X)) ≥ FX(x′(X)) + FX(y′(X)) (任意の X ∈ F に対して),

が成り立つことがわかり，これより∑
X∈F

FX(x∗(X)) +
∑
X∈F

FX(y∗(X)) ≥
∑
X∈F

FX(x′(X)) +
∑
X∈F

FX(y′(X)) (4.36)

となる．∥x′ − y∗∥ < ∥x∗ − y∗∥1 であるので，x∗ の定義により、∑
X∈F

FX(x∗(X)) <
∑
X∈F

FX(x′(X))
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となる．更に式 (4.36)を用いると∑
X∈F

FX(y∗(X)) >
∑
X∈F

FX(y′(X))

となり，y∗ が (Laminar)の最適解であることに矛盾する．

定理 4.28 (ii)の証明

定理 4.32 (ii)や定理 4.35 (ii)の証明と同様に摂動によって証明することができるが、ここ

では摂動によらない直接的な証明を記す。

x∗ ∈ Rn を (Laminar) の最適解とし，y∗ ∈ Zn を (Laminar) の最適解の中で ∥x∗ − y∗∥1
の値を最小にするものとする．x∗ ̸= y∗ であると仮定し，z = x∗ − y∗ とおく．このとき，
定理 4.28 (i) の証明と同様に，任意の相異なる要素 i, j ∈ N に対して cap(i, j,F , z) < 1 と

なることがわかる．これには ∥x∗ − y′∥1 < ∥x∗ − y∗∥1 を満たす任意の y′ ∈ Zn に対して，∑
X∈F FX(y∗(X)) <

∑
X∈F FX(y′(X)) が成り立つことを用いた．ゆえに，補題 4.38 から

不等式 ∥z∥1 = ∥x∗ − y∗∥1 < 2(n− 1)が導かれる．
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第 5章

離散凸最適化ソルバの開発

5.1 概要

連続最適化の分野では、線形最適化問題・非線形最適化問題を問わず、定式化された問題を

数値的に解くソルバソフトウェアが数多く開発されている。線形計画問題に対しては、問題を

構成する変数の数が数万以上であっても、現実的な計算時間で数値解を求めることができるソ

ルバが多数ある。非線形最適化問題においても、凸計画問題や半正定値計画問題など、いくつ

かの問題クラスに対しては線形計画問題に準じる状態にあり、商用・非商用を問わず、高性能

なソルバが活発に開発され、性能が競われている。

一方、離散最適化の分野に目を向けると、整数計画問題や混合整数計画問題に対するソルバ

ソフトウェアが開発されている。対象となる問題は、通常の（連続変数の）線形計画問題に整

数変数の制約を加えて表現されるが、この整数の制約が求解を困難にすることが知られてい

る。そのため、この分野のソルバは近年性能が著しく向上しているにもかかわらず、連続変数

の問題に対するような性能を実現することができず、問題規模が制限される、あるいは最適性

の保証のない近似解法が用意されるなどの影響がある。また非線形計画問題に整数変数の制約

を加えた問題は、さらに困難なことが知られている。このような問題は現実問題に数多く見ら

れ、実用面からも求解が期待されているが、対応する汎用のソルバソフトウェアは少なく、実

用的な性能を持つものはほとんどないと言ってよい状況にある。特定の問題クラスに対象を

絞った専用のアルゴリズムが個別に実装されているのが現状である。

このように整数変数の非線形計画問題は困難ではあるが、中には比較的容易に解ける問題ク

ラスも存在する。このような問題の解きやすさ／難しさを整理する手掛かりを求めるために，

様々な離散凸関数の概念が考案され，理論研究が展開されてきた．その中でも，マトロイド・

劣モジュラ関数の研究の流れを汲んだ離散凸解析の枠組みが 1990年代後半以降注目され，今

や多くの成果が報告されている [17, 61, 62, 65, 92]．離散凸解析理論では，L凸関数とM凸

関数という互いに共役な二種類の離散凸性が定義され，それらの最小化問題に対して効率的な

アルゴリズムが開発されている．

本論文では、離散凸解析理論の普及のために、離散凸最適化ソルバODICON (Optimization

algorithms for DIscrete CONvex functions) を開発し，公開した [94]．対象とする問題は、
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通常の（連続変数の）凸計画問題の特殊例に整数変数の制約がついたものとみなせる。離散凸

解析理論の成果を応用分野の研究者・実務家が利用できるように，関連するアルゴリズムとそ

れを紹介するデモンストレーションソフトウェア，およびアプリケーションソフトウェアを開

発してWeb上に公開している．アルゴリズムの詳細を理解しなくても離散凸解析関連の研究

や応用事例研究が行えるような環境を整備することを目指している．現段階で公開しているソ

フトウェアの例としては，離散凸関数の最小化ソルバ，インタラクティブに離散 2 次凸関数

を最小化できるオンラインソルバ，在庫管理アプリケーション，コールセンターのシフトスケ

ジューリングアプリケーションなどがある．本章では，これらについて報告する．

5.2 離散凸関数最小化アルゴリズム

L♮ 凸関数やM♮ 凸関数の最小化のためのアルゴリズムには，さまざまなものが提案されてい

る．ここでは，特に ODICONに関係の深いものについて簡単に述べる．なお，L♮ 凸関数と

M♮ 凸関数について述べるが，L凸関数とM凸関数についても，それぞれ L♮ 凸関数とM♮ 凸

関数と等価に変換ができるので，アルゴリズムの存在や計算量についての状況は同じである．

5.2.1 L♮ 凸関数の最急降下法

離散凸関数の最小解を局所的に特徴づける定理から，最小化のための最急降下法が自然

に導かれる．L♮ 凸関数に対しては，第 3.2.1 節で述べたように、定理 2.5 から次の形とな

る [60, 61, 62, 39]．

L♮ 凸関数に対する最急降下法

手順 0: xを domZ f に含まれる任意のベクトルとする．

手順 1: ε ∈ {1,−1}と X ⊆ {1, 2, . . . , n}を次のように決定する．
手順 1-1: X+ を ρ+x (X) = f(x+ χX)− f(x)の任意の最小解とする．

手順 1-2: X− を ρ−x (X) = f(x− χX)− f(x)の任意の最小解とする．

手順 1-3:(ε,X)を以下のように定める： (ε,X) =

{
(1, X+) if X+ ≤ X−

(−1, X−) if X+ > X−

手順 2: もし f(x) ≤ f(x+ εχX) ならば終了．このとき x は f の最小解．

手順 3: x := x+ εχX とおく．手順 1へ戻る． □

手順 1 の局所探索には，ρ+x (X), ρ−x (X) に対して劣モジュラ集合関数最小化アルゴリズム

（[17, 34, 62]など参照）を適用すればよい．本章では，Iwata–Fleischer–Fujishige [35] の組合

せ論的な多項式時間アルゴリズム (IFFと略記）と最小ノルム基を利用する Fujishige–Wolfe

アルゴリズム (FWと略記）を用いている（第 5.3節参照）．

5.2.2 M♮ 凸関数の最急降下法

M♮ 凸関数 f の最小化に対しても，第 4.2.1 節で述べたように、同様の最急降下法が定理
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2.25から導かれる．近傍探索の範囲は L♮ 凸関数とは異なり、定理 2.25に従って修正する必要

がある [61, 62, 65, 88]. また、M♮ 凸関数に対する最急降下法にはいくつかの変種が提案され

ており，

(i) f(x−χi+χj)を最小化する (i, j)を見出す基本形（[61, 227頁]の「降下法」，[62, 281

～283頁]の ‘Steepest descent algorithm’），

(ii) 任意に選んだ i に対して f(x − χi + χj) を最小化する j を見出す修正形（[52] の

‘Modified Steepest Descent’），

(iii) 修正形 (ii)に領域縮小を組み込んだもの（[88, 306頁]の ‘Greedy’）

のようなバリエーションがある．

5.2.3 L♮ 凸/M♮ 凸関数のスケーリング法

最急降下法は，そのままでは多項式時間アルゴリズムではないが，これにスケーリング技法

を適用した効率的な多項式時間アルゴリズムが提案されている [61, 62, 65]．第 3.3.1 で述べ

たように、スケーリングとは，与えられた関数 f : Zn → R∪ {+∞}に対して，正整数 αを用

いて
fα(x) = f(αx) (x ∈ Zn) (5.1)

により定義される関数 fα : Zn → R ∪ {+∞}を考えることをいう．関数 fα は整数格子点上

の点を α刻みで取って f を近似したものであり，fα の最小解は f の最小解の近くに位置する

可能性が高い．一方，関数 fα は f よりも容易に最小化できるので，まず fα の最小解 xα を求

め，それを初期解として f の最小解を計算すると効率が良い．さらに，fα の最小解を求める

際には同じ考え方を再帰的に適用できる．このようなアルゴリズムをスケーリング法とよぶ．

第 3.3.3節の近接定理によって、離散 L♮ 凸関数 fα の最小解 xα と元の関数 f の最小解との

距離の近さが評価され、第 3.3.4節のスケーリング法の計算量も理論的に保証される．

離散M♮ 凸関数に対しても、離散 L♮ 凸関数と同様に、スケーリングアルゴリズムを考える

ことができる。第 4.3.2節の近接定理によって、離散M♮ 凸関数 fα の最小解 xα と元の関数 f

の最小解との距離の近さが評価される。しかし、計算量が保証されるアルゴリズムを設計する

には、第 4.3.3節で述べたように、工夫が必要である．

5.2.4 L♮ 凸/M♮ 凸関数の連続緩和法

離散凸関数 f : Zn → R ∪ {+∞} に対して，

f(x) = F (x) (∀x ∈ Zn) (5.2)

を満たす連続変数の凸関数 F : Rn → R ∪ {+∞} が与えられているとき，第 3.4節で述べた

ように、連続最適化の手法により F の最小解 y ∈ Rn を求め，y の各成分を適当に整数に丸

めたベクトル x ∈ Zn を初期点として最急降下法などを f に適用する手法を，連続緩和法とよ
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ぶ [56, 53]．連続緩和解 y と元の関数 f の最小解との距離を評価する定理（近接定理）によ

り，連続緩和法の計算量が理論的に保証される．

L♮ 凸関数については定理 3.6、M♮ 凸関数については定理 4.16により，離散凸関数 f に対し

て式 (5.2)を満たす連続変数凸関数 F の存在は保証されている．さらに，応用の問題において

は，滑らかな連続変数関数 F が与えられて，関数 f が式 (5.2)のように定義される場合も多

い．なお，与えられた f から F を計算することについては，L♮ 凸関数の場合には計算方法が

知られており，M♮ 凸関数の場合には一般に容易ではない．

5.3 離散凸最適化ソルバ：ODICON

本節では、開発した離散凸最適化ソルバ ODICON (Optimization algorithms for DIscrete

CONvex functions) [94, 95, 96] の機能を記述する．実装した離散凸関数最小化アルゴリズ

ムは、L / L♮ / M / M♮ 凸関数のそれぞれに対する最急降下法（第 5.2.1節と第 5.2.2節），ス

ケーリング法（第 5.2.3節），連続緩和法（第 5.2.4節）である．L凸関数と L♮ 凸関数は，理

論的には等価であって，互いに変換可能ではあるが，利用者の利便性を考えて，どちらの最小

化ルーチンも準備してある．M凸とM♮ 凸についても同じである．

ODICONは C言語によるオープンソースソフトウェアであり，単体での活用はもちろん，

別のプログラムに組み込まれることも想定している．最小化したい離散関数をもつ利用者は，

その関数を C言語上の関数として記述して，このソルバのルーチンを呼び出せばよい．

一連のルーチンは，アルゴリズムの素直な実装を目指し，入出力インタフェースも自然なも

のになるように留意した．特に，C言語において配列の要素数を，コンパイル時ではなく，実

行時の状況に応じて決定しようとすると，その扱いに標準手法が確立されておらず，どのよう

に実現するかは自明ではない．この点についても十分に検討して，標準となりうる手法を選ぶ

ようにした．このような工夫により，他人のソフトウェアを組み込む時にありがちな，どのよ

うに結合すればよいのかわからない，という問題を最小限にとどめている．

5.3.1 実装ルーチンの構成

ODICON には，表 5.1 のような最小化ルーチンを実装した．以下はそのうちの 1 つであ

る *1．

double mgconv_minimize(int dim, double f(int dim, int x[]),

int init[], int lower[], int upper[]);

これは，dim次元のM♮ 凸関数 f()を最小化するルーチンである．利用者は，最小化しようと

する離散関数が L / L♮ / M / M♮ 凸性のうちどの離散凸性を有するかに従って，該当するルー

チンを呼び出すことになる．上記の例では，ルーチンは初期解 init[]から探索を行い，最急

降下法で最小解にたどりついて，その最小値を返す．そして初期解 init[]を上書きして，た

*1 関数名の接頭辞の mgの gは generalの意味で，M凸の一般化であるM♮ 凸を表している．
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表 5.1. ODICONに実装した離散凸関数最小化ルーチン

劣モジュラ関数最小化 (局所探索の方法)

iff_call IFF

wolfe_call FW

L凸関数最小化 (局所探索の方法)

lconv_minimize 最急降下法 (第 3.2.1節) （全列挙）

lconv_minimize_IFF 最急降下法 (第 3.2.1節) （IFF）

lconv_minimize_FW 最急降下法 (第 3.2.1節) （FW）

lconv_minimize_scaling スケーリング法 (第 3.3.4節) （全列挙）

lconv_minimize_scaling_IFF スケーリング法 (第 3.3.4節) （IFF）

lconv_minimize_scaling_FW スケーリング法 (第 3.3.4節) （FW）

lconv_minimize_relax 連続緩和法 (第 3.4.5節) （IFF）

L♮ 凸関数最小化 (局所探索の方法)

lgconv_minimize 最急降下法 (第 3.2.1節) （全列挙）

lgconv_minimize_IFF 最急降下法 (第 3.2.1節) （IFF）

lgconv_minimize_FW 最急降下法 (第 3.2.1節) （FW）

lgconv_minimize_scaling スケーリング法 (第 3.3.4節) （全列挙）

lgconv_minimize_scaling_IFF スケーリング法 (第 3.3.4節) （IFF）

lgconv_minimize_scaling_FW スケーリング法 (第 3.3.4節) （FW）

lgconv_minimize_relax 連続緩和法 (第 3.4.5節) （IFF）

M凸関数最小化 (局所探索の方法)

mconv_minimize 最急降下法 (i) (第 4.2.1節)

mconv_minimize2 最急降下法 (ii) [52]

mconv_minimize3 最急降下法 (iii) [88]

mconv_minimize_scaling スケーリング法 (第 4.3.3節) [52]

mconv_minimize_relax 連続緩和法 (第 4.4.3節)

M♮ 凸関数最小化 (局所探索の方法)

mgconv_minimize 最急降下法 (i) (第 4.2.1節)

mgconv_minimize2 最急降下法 (ii) [52]

mgconv_minimize3 最急降下法 (iii) [88]

mgconv_minimize_scaling スケーリング法 (第 4.3.3節) [52]

mgconv_minimize_relax 連続緩和法 (第 4.4.3節)

どり着いた最小解を書き込む．最小解が複数あっても，得られるのはそのうちの一つだけであ

る．探索範囲は lower[i]≤init[i]≤upper[i] (0 ≤ i <dim)に限定される．

上記のルーチンの第 2引数には，最小化する離散M♮ 凸関数を与える．この離散関数は次の

型（出力が double，入力が intと intの配列）で宣言しておく．

double f(int dim, int x[]);

この関数を「関数（ルーチン）の引数」として渡すのだが，通常の C言語プログラムではあま

り使われない手法のため，一般の利用者にとっては難しく思えるかもしれない．しかし記述は
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簡単で，引数に関数名をそのまま書くだけでよい．なお，最小化したい離散関数としては，い

ずれのルーチンでもこの型を受け取るよう統一している．

例えば，次のような 3次元の離散M♮ 凸関数

f(x) = x40 + (x1 − 3)2 + 5(x2 − 7)2

を C言語で実装すると，次のようになる．

double f(int dim, int x[]) {

double r = 0;

assert(dim == 3); /* check dim */

r += x[0] * x[0] * x[0] * x[0];

r += (x[1] - 3) * (x[1] - 3);

r += 5 * (x[2] - 7) * (x[2] - 7);

return r;

}

この関数を，原点から探索して最小化するには，別の関数で次のように処理する．探索範囲

は −100 ≤ xi ≤ 100 (0 ≤ i <dim)とする．

int main() {

int x[3] = { 0, 0, 0 };

int lower[3] = { -100, -100, -100 };

int upper[3] = { 100, 100, 100 };

double min = mconv_minimize(3, f, x, lower, upper);

...

このように呼び出しを行うと，minには最小値 0，x[]にはそれを実現する最小解 {0,3,7} が
代入される．

このようなルーチンを，離散 L / L♮ / M / M♮ 凸関数の 4種類の関数クラスの最小化に対し

て用意し，それぞれの関数クラスについて，複数の最小化アルゴリズム (最急降下法，スケー

リング法，連続緩和法)を実装し利用者がアルゴリズムを指定できるようにした．ルーチンの

引数はほぼ共通しており，呼び出すルーチン名を変更するだけで異なるアルゴリズムを試すこ

とができる．

ただし，ソルバの正しい動作が保証されるのは，離散関数の性質とアルゴリズムの組み合わ

せが正しい時，つまり最小化しようとする関数に適した最小化アルゴリズムを採用した時であ

る．そうでなかった場合は，最小値でないものを出力するなど，結果が不正となるが，不正で

あるかどうかの判定は行っていない．なぜなら，入力された最小化しようとする関数が，アル

ゴリズムの要求する離散凸性（L / L♮ 凸性あるいは M / M♮ 凸性）を有するかどうかを判定

することは（探索の開始前も開始後も）一般には簡単ではないからである．なお後述するよう
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に、ODICONには限られた条件の下で離散凸性を判定するルーチンを用意した。

離散凸関数最小化アルゴリズムの実装にあたっては，劣モジュラ集合関数最小化や，連続凸

関数最小化のルーチンも必要になる．これらには以下のプログラムを利用したが，ルーチンの

呼び出し方を統一するように変換するインタフェースも整備した．

• 劣モジュラ関数最小化に，Iwata–Fleischer–Fujishige (IFF) アルゴリズム [35]の岩田

による実装．

• 劣モジュラ関数最小化に，Fujishige–Wolfe (FW) アルゴリズム [18]（最小ノルム基法）

の藤重・磯谷による実装．

• 連続関数最小化に，quasi-Newton法の J. Nocedalによる FORTRAN言語での実装で

ある ‘L-BFGS’*2 と，工藤による C++言語へのラッパー *3．

• 擬似乱数の生成に，斎藤・松本による ‘SIMD-oriented Fast Mersenne Twister’*4．

表 5.1に示したルーチンについて説明する．

• L / L♮ 凸関数に対する最急降下法には，局所探索の劣モジュラ集合関数最小化に (i) 全

列挙，(ii) IFF，(iii) FW を用いた 3種類のルーチンを用意している．IFFや FWは

（関数値評価の他に）実数計算を含むため丸め誤差の影響を受けるが，全列挙は（多項

式時間アルゴリズムではないものの）より安定している．劣モジュラ集合関数最小化に

おいて，FWは初期点と最小解が近いときに早く終了するが，IFFの実行時間は初期点

と最小解の距離にあまり依存しないことが観察されている．

• L / L♮ 凸関数に対するスケーリング法においても，局所探索の劣モジュラ集合関数最

小化に (i) 全列挙，(ii) IFF，(iii) FW を用いた 3種類のルーチンを用意している．

• L / L♮ 凸関数に対する連続緩和法において，仕上げ段階に用いる最急降下法には FW

に基づく最急降下法を採用した．これは，連続緩和解を整数に丸めた初期点が真の最小

解に十分近いことが多く，そのような場合には FWは非常に早く終了するという経験

的事実を考慮した結果である．

• M / M♮ 凸関数に対する最急降下法としては，第 5.2.2節に述べた 3種類のアルゴリズ

ム：

(i) f(x− χi + χj)を最小化する (i, j)を見出す基本形 [61, 62]，

(ii) 任意に選んだ iに対して f(x− χi + χj) を最小化する j を見出す修正形 [52]，

(iii) 修正形 (ii)に領域縮小を組み込んだもの [88]，

のそれぞれに対応するルーチンを用意している．

• M / M♮ 凸関数に対するスケーリング法は，Moriguchi–Murota–Shioura [52]のアルゴ

リズムである．これはスケーリング後も M / M♮ 凸性が保たれるような M / M♮ 凸関

数についてのみ計算量を保証するアルゴリズムとして提案されたものであるが，一般の

*2 http://www.ece.northwestern.edu/∼nocedal/lbfgs.html

*3 http://chasen.org/∼taku/software/misc/lbfgs/

*4 http://www.math.sci.hiroshima-u.ac.jp/∼m-mat/MT/SFMT/
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表 5.2. ODICONに実装した離散凸性判定ルーチン

一般の関数の離散凸性判定

is_lconv_gene L凸性判定

is_lgconv_gene L♮ 凸性判定

is_mconv_gene M凸性判定

is_mgconv_gene M♮ 凸性判定

2次関数の離散凸性判定

is_lconv_quadratic L凸性判定

is_lgconv_quadratic L♮ 凸性判定

is_mconv_quadratic M凸性判定

is_mgconv_quadratic M♮ 凸性判定

関数からのヘッセ行列の生成

make_hesse_l L凸関数

make_hesse_lg L♮ 凸関数

make_hesse_m M凸関数

make_hesse_mg M♮ 凸関数

M / M♮ 凸関数に対しても（計算量の理論保証はないものの）真の最小解を出力する．

• M / M♮ 凸関数に対する連続緩和法において，仕上げ段階に用いる最急降下法には，M

/ M♮ 凸関数の最急降下法の (ii) のルーチンを用いている．他の 2 つの最急降下法を

使っても大きな差はない．

利用したライブラリについて補足する．

• 劣モジュラ関数最小化の IFFと FWの実装は，どちらも実数演算を行うために，劣モ

ジュラ関数の値が極端に大きい、あるいは小さいときに，誤差の影響を受けることがあ

る．そこで，結果が正しくないと思われる時には，動的に劣モジュラ関数の値を定数倍

（スケール）して，誤差の影響を排除するよう試行錯誤する工夫を付け加えた．

• 連続関数最小化をする ‘L-BFGS’は，連続緩和法の初期解を求めるのに用いた．このラ

イブラリには，最小化したい凸関数だけでなく，その導関数も C言語上の関数として与

える必要があるが，片側差分で近似するしくみを追加したので，表面上は導関数が必要

ない．また，通常の最小解を求めるのとは異なり，丸めて整数解として用いるだけの精

度があればよいので，収束判定を甘くして，早い段階で解の更新を打ち切るようにした．

• 乱数生成をする ‘SIMD-oriented Fast Mersenne Twister’は，問題例（インスタンス）

を作る際に利用した．なお，C言語の標準関数にも rand()があるが，生成される乱数

系列がコンパイラ環境によって変化するため，利用しなかった．

また ODICONには，最小化ルーチンに加えて、表 5.2のような離散凸性判定ルーチンを実

装した．2次関数の場合には，関数を定義する係数行列の性質を調べることにより，容易に判

定が可能である（定理 2.14、定理 2.15、定理 2.33、定理 2.35参照）．それに対して、一般の
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図 5.1. 公開した ODICONソルバ

関数の場合は、離散凸性の判定は困難である。ここでは、指定した実効定義域内の各点上で差

分により離散ヘッセ行列を生成し、すべての点で離散凸性を満たせば、関数全体として離散凸

性を満たすと判断をする実装を行ったため、実行には膨大な時間がかかる。なお、離散ヘッセ

行列の作り方は自明ではない [5, 11, 28, 51]。

5.3.2 使用法

図 5.1のように公開した ODICONソルバの、基本的な使い方を説明する。

動作環境

ODICONは C言語ソースの形で配布しているので，利用するには Cコンパイラが必要で

ある．開発には ANSI C (C89) 規格に準じたものを用いた *5。

コンパイル

ダウンロードした odicon-20YYMMDD.tar.gz を適当なディレクトリで展開する．

20YYMMDDはバージョン番号を表す．（公開した日付でもある．）

% gzip -cd odicon-20YYMMDD.tar.gz | tar xvf -

*5 gcc 4.1.2に-std=c89のオプションを付けた．



112 第 5 章 離散凸最適化ソルバの開発

環境に合わせて Cコンパイラのコマンド名などを Makefileに書き込み，’make’コマンド

を実行する．

% cd odicon-20YYMMDD

% make

この作業で，サンプルである odiconという実行ファイルが生成される．これはテスト用の

関数を最小化するプログラムである．使い方は次の通りである．

% ./odicon L dim [seed]

% ./odicon M dim [seed]

引数 1 ’L’ か ’M’ を指定する．

引数 2 インスタンスの次元数を指定する．

引数 3 （省略可）インスタンス生成に使う乱数の種を指定する．

このサンプルプログラムは指定された引数に従ってインスタンスを乱数で生成し，いくつかの

アルゴリズムで最小化を行う．

自作プログラムの作り方

上記の使い方を踏襲して，自作プログラムの作り方を説明する．ODICONの配布時点では

main()関数が odicon.cに含まれているが，それを使わずに，自前のプログラムで main()

を用意する．その例として，sample.cというプログラムを収録している．このプログラムを

元に，hogehogeという名前のプログラムを作るには、まず Makefile中の

PACKAGE = odicon

という行を

PACKAGE = hogehoge

と書き換える．そして sample.cを hogehoge.cという名前でコピーする．

これだけで，もっともシンプルな使い方，つまり，次の 2つの使い方ができる．

• "make" を実行すると、実行ファイル hogehogeが生成される．

• "make tar" を実行すると，hogehoge-20YYMMDD.tar.gzが生成される。このファイ

ルは、コンパイルに必要なソースコードをすべて含んでいるので、バージョン管理や、

ソフトウェアを公開する場合に有益である。

この後，hogehoge.cに含まれる main()関数を自由に書き換えればよい．最小化したい関数

も hogehoge.cに書き加えてよい。
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5.4 Webアプリケーション

前述の離散凸性（L凸性とM凸性）を有する関数の最小化アルゴリズムや関連するアルゴ

リズムを実装し，離散凸関数最適化ソルバを始めとするアプリケーションソフトウェアを公

開すると同時に，ソルバの動作を手軽に試せるように，いくつかはWeb上のデモンストレー

ションソフトウェアとしても公開している [68]．ここでは，その中から，離散凸関数最小化ソ

ルバ，在庫管理アプリケーション，コールセンターのシフトスケジューリングアプリケーショ

ンを取り上げる．

5.4.1 離散凸関数最小化ソルバのデモアプリケーション

離散凸関数最小化ソルバのデモンストレーションを目的として，2次の L♮ / M♮ 凸関数，擬

分離 L♮ 凸関数，層型M♮ 凸関数などの最小化を扱うWebアプリケーションを提供した．

2次関数

L♮ 凸 2 次関数最小化のデモンストレーションにおいては，利用者が定義する 2 次の L♮ 凸

関数

f(x) =
1

2
x⊤Ax+ b⊤x

の最小化問題を最急降下法で解く．利用者は，n 次対称行列 A = (aij) と n 次元ベクトル

b = (bi) を入力することによって関数 f を定義し，初期解も指定することができる．アプリ

ケーションは，定理 2.14に従って利用者の入力が L♮ 凸関数を与えるかを判定する（図 5.2の

上）．入力が正しい場合（あるいは利用者が正しいものに修正した場合）には，「Minimize」ボ

タンを押すことが可能になる．利用者がこのボタンを押すと，アプリケーションは（全列挙に

基づく）最急降下法を適用し，計算の途中経過とともに出力する（図 5.2の下）．M♮ 凸 2次関

数に関しても，同様である．

擬分離 L♮ 凸関数

擬分離 L♮ 凸関数最小化のデモンストレーションにおいては，

f(x) =
∑
i̸=j

fij(xi − xj) +

n∑
i=1

fi(xi)

の形の離散凸関数（擬分離 L♮ 凸関数）の最小化問題を最急降下法で解く．各 fij , fi は 1変数

の凸関数であり，2次関数，4次関数，指数関数，絶対値関数などを提供している．利用者は，

パラメータを入力することによって関数 f を定義し，初期解も指定することができる．アプリ

ケーションは，（IFF法に基づく）最急降下法を適用し，計算の途中経過とともに出力する．
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(途中省略)

図 5.2. 開発したオンラインソルバ (L♮ 凸 2次関数最小化問題の入力と出力)

層型M♮ 凸関数

層型M♮ 凸関数最小化のデモンストレーションにおいては，

f(x) =
∑
Y ∈T

fY (x(Y )), x(Y ) =
∑
i∈Y

xi
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の形の離散凸関数の最小化問題を最急降下法で解く．ここで，T は層族（任意のX,Y ∈ T に
対してX ∩ Y , X \ Y , Y \X のどれかは空集合である集合族）で，各 fY は 1変数の凸関数で

ある．2次関数，4次関数，指数関数，絶対値関数などを提供している．利用者は，パラメー

タを入力することによって関数 f を定義し，初期解も指定することができる．アプリケーショ

ンは，最急降下法 (i)を適用し，計算の途中経過とともに出力する．

5.4.2 在庫管理アプリケーション

離散凸解析は，オペレーションズ・リサーチ (OR) における問題解決にも利用され，在庫管

理問題やスケジューリング問題などへの応用が報告されている [6, 41, 49, 99, 100]．在庫管理

の理論は長い歴史をもつが，現代の SCM (Supply Chain Management) においてもその基礎

として重要である．在庫管理理論と離散凸関数の関わりは古く，1970 年代に Miller [47, 48]

は予備品在庫管理問題の研究において，現在「Millerの離散凸関数」と呼ばれる概念を定義し

ている．その後の離散凸解析の研究により，Millerの予備品在庫管理問題に現れる関数は L♮

凸関数であり，したがって，この問題は多項式時間で求解が可能であることが明らかになって

いる．

本論文では、予備品在庫管理問題に関する在庫コスト最小化アプリケーションを開発し

て，オンラインソルバとして公開した．最適化エンジンとして、離散凸関数最小化ソルバ

ODICON を組み込んだ。アプリケーションでは，部品数 n をはじめとする各種パラメータ

p, cj , λj(j = 1, 2, . . . , n)を対話的に入力し (図 5.3の上)，最適化を実行すると，最適な予備品

の準備個数と，その際のコストが表示される (図 5.3の下)．

ここで用いた予備品在庫管理モデルはMiller [47]によって提案されたもので，需要量，発注

量が離散値をとるもの（バックオーダーを考慮した多品種モデル）であり，航空機整備におけ

る部品管理等に用いられる．文献 [47]では，在庫費用関数の数学的な取扱いのために「Miller

の離散凸関数」の概念を定義し，（計算量が多項式時間ではない）最小化アルゴリズムを提案

している．この在庫費用関数は，後に，L♮ 凸関数であることが判明している [50, 65]．

Miller のモデルは，部品（品種）数が n からなる製品の製造において，各部品の不足個数

（バックオーダー）の最大数によって定まる罰金と，あらかじめ予備品（スペア）を購入して

おくための代金の和として定義されるコストをできるだけ減らそうとする在庫モデルである．

cj > 0を品種 j の単価とし，xj ∈ Zを品種 j の予備品の発注量とすると，予備品の購入代金

は
∑n

j=1 cjxj となる．一方，品種 j の需要（を表す非負整数値確率変数）がmである確率を

φj(m) とし，累積分布関数を

Fj(k) =
k∑

m=0

φj(m) (k ∈ Z+)

とすると，n品種の中の最大バックオーダー量の（定常状態における）期待値は

∞∑
k=0

1−
n∏

j=1

Fj(xj + k)


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となる（詳しくは [65]の 14.7節を参照のこと）．発注量 (x1, x2, . . . , xn)をうまく定めて

f(x) = p

∞∑
k=0

1−
n∏

j=1

Fj(xj + k)

+

n∑
j=1

cjxj (5.3)

を最小化することが目的である．ただし，p > 0は罰金を表す．ここでは，品種 j の需要の分

布として，パラメータ λj > 0のポアソン分布

φj(m) = exp(−λj)
λmj
m!

(m ∈ Z+)

を用いる．

すでに述べたように，(5.3)式の f は L♮ 凸関数である．このことから, L♮ 凸関数の最小化ア

ルゴリズムにより，f(x)の最小化を効率的に行うことができる．

本節で開発したオンラインソルバは，利用者が対話的にパラメータ入力・最適化を行って

瞬時に結果を得られる範囲の問題サイズに対して提供しているが，さらに大規模な在庫管理

（n = 50程度まで）を必要とする場合は，ソルバ ODICONをダウンロードして利用者のロー

カル環境で最適化を実行することができる．

5.4.3 コールセンターにおけるシフトスケジューリングアプリケーション

コールセンターは，企業と顧客の接点として近年，増々重要となってきている．電話を受け

ることを主とするインバウンドの業務形態において，サービスレベルを保ちつつ各時刻に配置

するオペレータの人数を決定するシフトスケジューリング問題が Koole–Sluis [41]で扱われ，

そこではマルチモジュラ性 [3, 4, 27]が重要な役割を果たしている．このマルチモジュラ性は

（変数変換を通じて）離散凸解析における L♮ 凸性と等価な概念である．

本論文では、コールセンターにおけるシフトスケジューリングのアプリケーションを開発

して，オンラインソルバとして公開した．最適化エンジンとして、離散凸関数最小化ソルバ

ODICONを組み込んだ。アプリケーションでは，各時間区間の客の到着率 λi，オペレータの

サービス率 µ，客を待たせる時間の限界の基準値 c などのパラメータを対話的に入力し (図

5.4)，最適化を実行すると，各シフトに配置するオペレータの最適な人数と，その際のサービ

スレベルが表示される (図 5.5)．

ここで用いたモデル（Koole–Sluis [41]のモデル）の概要は以下の通りである．

• コールセンターは，I 個の（連続する）時間区間に渡って稼働する．時間区間を
i = 1, 2, . . . , I で表す．

• 各オペレータは連続したM 個の時間区間に勤務する．

• 勤務シフトはK 種類あり，それぞれの開始時点（と終了時点）は予め指定されている．

シフトを k = 1, 2, . . . ,K で表し，第 k シフトの開始時間区間を Ik で表す．ただし，

1 ≤ I1 < I2 < · · · < IK ≤ I −M + 1 とする．図 5.6 にシフトの例を示す（I = 13,

M = 5, K = 4, I1 = 1, I2 = 3, I3 = 6, I4 = 9）．
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(途中省略)

図 5.3. 開発したオンラインソルバ (在庫管理問題の入力と出力)
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(途中省略)

図 5.4. 開発したオンラインソルバ (シフトスケジューリング問題の入力)

• 各時間区間 i = 1, 2, . . . , I に対して，その区間におけるサービスレベルを表す関数

gi(ni) が与えられている．ここで，ni は時間区間 i に勤務しているオペレータの人数

である．関数 gi は単調増加な凹関数とする．

• 全体のサービスレベル S は S =
∑

1≤i≤I gi(ni) で与えられる．

第 k シフトに配置するオペレータの人数を yk とすると，時間区間 iのオペレータの人数 ni

は
hi(y) =

∑
k:i−M<Ik≤i

yk

に等しい．したがって，サービスレベル S は y = (y1, . . . , yK) の関数として

S(y) =
∑

1≤i≤I

gi(hi(y)) (y ∈ ZK) (5.4)



5.4 Web アプリケーション 119

図 5.5. 開発したオンラインソルバ (シフトスケジューリング問題の出力)

1 2 3 11 12 134 5 6 7 8 9 10
I1 I2 I3 I4

図 5.6. シフトの例

となる．文献 [41]に従い，サービスレベルを一定の水準 sに保ってオペレータの人数を最小

化する問題
Minimize

∑
k

yk s.t. S(y) ≥ s, y ∈ ZK (5.5)

を考える．このとき，Y をパラメータとする問題

Maximize S(y) s.t.
∑
k

yk = Y, y ∈ ZK (5.6)
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を繰り返し解いて，最適な Y を二分探索で見出すことにより，問題 (5.5)の最適解を求めるこ

とができる．

サービスレベル S(y)の具体形は，待ち行列モデルM/M/nに基づいて，以下のように定め

る．各時間区間の客の到着率を λi (i = 1, 2, . . . , I), オペレータのサービス率を µとする．客

を待たせる時間の限界の基準値 c（例えば c = 11秒）を設定し，この時間内にオペレータにつ

ながる客の割合をサービスレベルと定義すると，

S(y) =
∑

1≤i≤I

λi
Λ

P[Wλi(ni) ≤ c] =
∑

1≤i≤I

λi
Λ

P[Wλi(hi(y)) ≤ c] (5.7)

となる．ここで，ni = hi(y)は時間区間 iのオペレータの人数を表し，Λ =
∑

1≤i≤I λi であ

る．また，Wλ(n)は待ち行列モデルM/M/n (到着率 λ，サービス率 µ) における待ち時間 (確

率変数)であり，P[· · · ]は確率を表す．待ち行列理論により，定常状態において

P[Wλ(n) ≤ c] = 1−Πn exp[−nµ(1− ρ/n)c] (5.8)

となることが知られている．ただし，ρ = λ/µ, ρ/n < 1,

Πn =

ρn

n!(1− ρ/n)
n−1∑
k=0

ρk

k!
+

ρn

n!(1− ρ/n)

である．このとき，各 iに対して，

gi(n) =
λi
Λ

P[Wλi(n) ≤ c]

は nに関して単調増加な凹関数 *6 となり，モデルの仮定を満たす．

式 (5.4)の関数 S(y)は離散凹性をもつ．すなわち，gi (i = 1, 2, . . . , I) が単調増加な凹関

数であるという仮定の下で，−S(y)はマルチモジュラ (multimodular)関数と呼ばれる離散凸

関数になる [41]．マルチモジュラ性は L♮ 性と等価な概念であり，マルチモジュラ関数と L♮ 凸

関数の間には，変数変換を通じて次のような 1対 1対応がある [62, 65]．

定理 5.1. 関数 F : ZK → R ∪ {+∞}がマルチモジュラ関数であるための必要十分条件は，

f(x) = F (x1, x2 − x1, x3 − x2, . . . , xK − xK−1) (x ∈ ZK)

で定義される関数 f : ZK → R ∪ {+∞} が L♮ 凸関数であることであり，このとき

F (y) = f(y1, y1 + y2, y1 + y2 + y3, . . . , y1 + · · ·+ yK) (y ∈ ZK)

が成り立つ．

*6 関数 gi の実効定義域は {n ∈ Z | n > λi/µ} であり，n ≤ λi/µに対しては gi(n) = −∞とする．
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この事実により，問題 (5.6)はK − 1変数の L♮ 凸関数

f̃(x) = −S(x1, x2 − x1, x3 − x2, . . . , xK−1 − xK−2, Y − xK−1) (x ∈ ZK−1)

の制約なしの最小化問題と等価であることが分かる．したがって，問題 (5.6)の厳密解を効率

よく求めることができる．

前節の在庫管理アプリケーションと同じく、本節で開発したシフトスケジューリングのオン

ラインアプリケーションも，利用者が対話的にパラメータ入力・最適化を行って瞬時に結果を

得られる範囲の問題サイズに対して提供している。ダウンロードした ODICONソルバを利用

者のローカル環境で実行することで、独自のシフト構成やさらに大規模なスケジューリング

（n = 50程度まで）を最適化することができる。

5.5 成果と考察

ODICONの開発を行うことによって得られた成果を述べる。

ODICON には、図 5.1 のように 3 通りの L♮ 凸/L 凸関数最小化アルゴリズムと 5 通りの

M♮ 凸/M凸関数最小化アルゴリズムを含めた。これらのアルゴリズムの計算量（関数評価回

数）の測定は容易に行えるので、統一された条件の下でアルゴリズムの性能比較が行えるよう

になった。例えば、第 3章の図 3.3や第 4章の図 4.1は、ODICONの出力をまとめたもので

ある。

また ODICONには、2種類の劣モジュラ集合関数最小化ルーチン（IFFと FW）を含めた。

2つのルーチンは、異なる作者による、異なるアルゴリズムに基づくものである。この 2つの

ルーチンを ODICONに内蔵することで、同じ条件の下に計算量比較を行うことができるよう

になった。図 5.7のグラフは、第 3章の図 3.3の上のグラフと同じ条件で行った計算実験の結

果であるが、3通りの L♮ 凸関数最小化アルゴリズムについて、内部で用いる劣モジュラ集合

関数最小化ルーチンとして IFFと FWを用いた場合のそれぞれについて測定した。この図か

ら、3通りのいずれのアルゴリズムについても、IFFよりも FWの計算量が少ないことが読み

取れる。その差は、最急降下法で小さく、連続緩和法で大きい。

このように、ODICONが統一的なソフトウェア基盤となり、アルゴリズムの性能測定が容

易に行えるようになった。

ODICONには、図 5.2のように離散凸性の判定ルーチンを含めた。このルーチンは、一般

の離散関数について高速に判定を行えるわけではないが、2次関数については即座に判定が終

了する。第 2章の例 2.12は、この判定ルーチンを利用して、2次関数を表す行列がM♮ 凸性

を満たさず、かつ逆行列が L♮ 性を満たすものを探索して、容易に作り出すことができた。

ODICONを利用してWebデモを制作した。このデモを通じて、離散凸解析を利用したい

と考える実務家にとって、離散凸関数がどのようなものかを理解する手助けとなることを期待

する。

ODICONの開発を通じて得た知見を述べる。

劣モジュラ関数最小化のルーチンによって、L / L♮ 凸関数最小化アルゴリズムの性能に大き
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な違いがあることをあらためて確認した。理論的に解析される計算量は、最悪ケースの計算量

が一般的であり、平均的な問題例に対する挙動とは異なる場合もあるが、L / L♮ 凸関数最小

化問題の小問題である劣モジュラ関数最小化問題に対しては、理論解析通りの性能差がみられ

た。したがって、指数時間アルゴリズムと，多項式時間アルゴリズム（IFFあるいは FW）の

違いは、通常の規模の問題が解けるかどうかの違いにほぼ等しい。

劣モジュラ関数最小化の多項式時間アルゴリズム同士での性能の違いについては、前述のよ

うに、理論解析上の計算量の少ない IFFよりも、理論的な裏付けのない FWのほうが高速な

場面がみられた。速度の違いは、最急降下法で小さく、スケーリング法や連続緩和法で大きい

ことが観測されていることから、L / L♮ 凸関数最小化問題の解の探索の収束間近な場合、つま

り劣モジュラ集合関数の関数値がこれ以上小さくできない場面で速度差が開く傾向にあると言

える。これは、理論解析からは知ることのできない結果である。

M / M♮ 凸関数は、L / L♮ 凸関数に比べて容易に最小化できることを確認した。現実的に解

ける問題のサイズは、M凸関数では 1000次元に対して、L凸関数では 100次元と、10倍ほ

どの違いがある．M / M♮ 凸関数と L / L♮ 凸関数は双対の関係にあるから，実用上は似た難

しさにあることも期待されるが、実際には理論解析通りに解きやすさがまったく違うことがわ

かった。

L / L♮ 凸関数の最小化アルゴリズムを素朴に実装した場合は、10次元くらいまでの問題し

か解くことができないため、実用的に役立つには程遠い状況にある。M / M♮ 凸関数の最小化

アルゴリズムであれば、素朴な実装でも 100次元くらいまでの問題が解けるので、状況によっ

ては実用的に用いることもできるであろう。これに対して ODICONでは、どちらも 10倍ほ

ど大きな規模の問題が解けるので、特に L / L♮ 凸関数最小化問題では実用面で大きなアドバ

ンテージがあると言える。今後、さらなる性能向上が期待される。
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125

第 6章

結論

6.1 総括

離散凸解析の分野では、連続変数の凸関数に対応する概念として、離散変数の関数では L凸

関数とM凸関数という離散凸性が提案され、この 2つの離散凸性を基盤として美しい理論が

構築され、L 凸関数と M 凸関数が Legendre 変換によって互いに移り合うことや、L 凸関数

とM凸関数のそれぞれについて局所最小性と大域最小性が一致することを示す最小性規準の

存在が明らかにされていた。そして L凸関数とM凸関数のそれぞれの関数最小化問題に対し

て、降下法に基づく効率的なアルゴリズムが提案され、さらにスケーリング技法を組み合わせ

ることで多項式時間アルゴリズムが確立されていた。

本論文では、現実的な実用性を目指し、L凸関数とM凸関数のそれぞれの関数最小化問題に

対して、連続緩和手法に基づくアルゴリズムを提案した。連続緩和手法は、しばしば離散最適

化問題に用いられる手法であるが、必ずしも容易に適用できるわけではなく、切除平面法など

と組み合わせるなど、深い洞察と共に用いられるものである。本論文の提案するアルゴリズム

は、連続緩和した滑らかな凸関数が入手できるという前提の下に、まず緩和問題を解き、得ら

れた緩和問題の解を整数ベクトルに丸めて、離散凸関数に対する降下法の初期解とするもので

ある。緩和問題の数値解は、凸解析分野の成果により少ない計算量で得ることができるので、

提案手法は高速に計算できることが期待される。そして実際に計算実験を行うことにより、提

案手法が従来手法よりも高速に動作することを確かめた。

本論文では、計算実験を行うだけでなく、理論解析を行うことで、提案手法が理論的にも効

率的なアルゴリズムであることを確かめた。すなわち、緩和解と求めたい離散解の関係を解析

し、その距離の上限が十分に小さいことを保証する近接定理を、L凸関数の場合とM凸関数

の場合のそれぞれについて証明した。証明した近接定理は、L凸関数とM凸関数のどちらの

場合でも、形式的にはほぼ同じ不等式で定式化されるが、その背後にある理論的な性質は大き

く異なり、証明の方法も異なる。L凸関数にはスケーリング操作に対しても L凸性を保持し続

けるという特性があるため、スケーリングの近接定理の結果を利用することで、連続緩和の近

接定理は容易に証明された。一方、M凸関数はスケーリング操作に対してM凸性を保持しな

いため、スケーリングの近接定理の結果を利用することができず、連続緩和の近接定理の証明
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には手数のかかるものとなった。

近接定理を証明した離散M凸関数最小化問題は、資源配分問題のバリエーションのいくつ

かを包含する、包括的な概念である。資源配分問題は、先行研究により問題設定ごとに連続緩

和が個別に適用されてきた。そこで本論文では、離散M凸関数最小化問題に適用して得られ

た連続緩和法の結果を、資源配分問題の個別の条件設定にしたがってチューニングを行なった

上で、計算量を厳密に解析した。これにより、先行研究と同等の計算量を達成する、あるい

は、限られた問題クラスによっては、計算量を改善することを明らかにした。このように、M

凸関数における包括的な成果を、個別の問題に還元することができた。

本論文では、離散凸解析理論成果の普及のために、離散凸最小化アルゴリズムを実装し、ソ

ルバソフトウェアとして公開した。連続最適化の分野では、高性能なソルバが活発に開発され

ている。離散最適化の分野でも、整数変数の線形計画問題である整数計画問題など、いくつか

の問題クラスに対して近年のソルバの性能向上が著しい。しかしながら整数変数の非線形計画

問題に対しては、汎用アルゴリズムのソルバは困難な状況にあり、定式化を適切に行なったと

しても数値解が容易に求められるとは言いがたい。本論文によるソルバはこの非線形計画問題

に対するソルバの一翼を担うものであり、汎用とは言えないまでも、解きやすい凸性を持つ問

題を幅広く対象とするものであり、離散凸解析分野における初めてのソルバであると言える。

ソルバの性能は、単純な実装に比べて速度で 100～1000 倍速く、解くことのできる問題規模

で 10～100 倍の大きさを実現する。現実規模の問題も十分に求解の対象となる。このソルバ

は、周辺分野の研究者や実務家の助けとなることを目指し、他のソフトウェアに組み込んで用

いられることを念頭に開発し、再配布が可能となるようライセンスを調整した。またデモンス

トレーションソフトウェアを開発し、Web上に公開し、初学者が手軽に問題例を解くことを

試せるように配慮した。

6.2 今後の課題

以下のような事柄が今後の課題として残されている．

離散 L凸性と離散M凸性の数値的な判定の効率化 与えられた離散関数に対して、離散凸性

を持つことを確かめるには、実効定義域内のすべての点について離散凸性の条件を満た

していることを確かめねばならず、関数最小化問題を解くよりもはるかに多くの計算量

が必要であり、これを大幅に削減することは難しい。しかしながら、離散凸性を持たな

いことを示すには、離散凸性の条件に対する反例を一つ挙げればよい。そこで、メタ解

法を利用して反例を少ない計算量で求める工夫が期待される。

離散凸関数最小化ルーチンの高速化 昨今の計算機環境の進歩により、並列計算が容易に行え

るようになってきた。（あるいは、半導体製造技術の進歩が曲がり角に来ており、単一

プロセッサでの性能向上が望めなくなり、代わりに並列計算による速度向上に頼らざる

を得なくなってきたととらえることもできる。）この能力を活かして、ODICONの最小

化ルーチンを並列処理によって高速化することが期待される。
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連続変数の L凸/M凸関数最小化アルゴリズムの効率化 現状では、連続変数の L凸/M凸関

数を最小化するにあたっては、L凸/M凸性を利用する手法は提案されていない。した

がって、より弱い条件である凸関数としての性質を利用する準ニュートン法などを用い

ることになる。2次関数に限るなどして L凸/M凸性を活かすことが一つのアイデアで

ある。実用上と理論上の両方の側面での成果が期待される。

関数を記述するモデリング言語の設計 離散最適化ソルバ ODICON は C 言語で実装してお

り、最適化したい離散関数も C言語上で実現する必要がある。つまり、問題例が C言

語プログラムの一部となる必要があり、問題例が変化した場合はプログラムの再コンパ

イルが必要になる。一方で、通常のソルバと呼ばれるソフトウェアでは、解きたい問題

をモデリング言語と呼ばれる枠組みで記述する場合が多い。つまり、問題例がデータと

して記述できるので再コンパイルは不要である。現在の ODICONには、このようなモ

デリング言語による問題記述の枠組みが存在していないが、利用者の利便性を考える

と、必要な機能だと考えられる。

連続緩和手法を適用する問題クラスの拡大 新たに連続緩和手法を適用する問題クラスとして

は、離散準 L 凸関数最小化問題と離散準 M 凸関数最小化問題が有望である。ただし、

離散準 L凸関数の場合は適用できることがわかっているが [55]、離散 L凸関数と異な

り、連続緩和解を求めた後の手続きに、劣モジュラ関数最小化アルゴリズムが利用でき

ないという困難があり、実用的ではない。また、離散準M凸関数の場合は、近接定理

が成立するかどうかの調査が必要である。

このような課題を解決すると、ODICONを通じて離散凸解析の裾野を広げることに貢献でき

ると考えられる。
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