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DEA (Data Envelopment Analysis) は､ 観測された複数個のインプット値

とアウトプット値に基づいて､ 生産フロンティアを推定し､ 各事業体の相対

的な効率性を測定・評価するために､ 1978年､ Charnes, Cooper, Rhodesに

よって提案されたノンパラメトリックな手法である1)｡ その後､ DEAは､ 理

論面で一層の精緻化が図られると共に､ 応用面でもさまざまな分野に適用さ

れ大きな成果を収めてきた2)｡ 一方､ マルムクィスト指数は1953年､ インプ

ット距離関数を用いて消費分析を行った S. Malmquistにより初めて提案さ

れ､ その後､ Caves, Christensen, Diewertがそれを拡張して､ 距離関数で表

される２種類のマルムクィスト指数の幾何平均によって生産性の変化が測定

できる尺度を定義した3)｡ さらに､ �����Grosskopf, Lovellにより､ DEAに

基づいてマルムクィスト生産性指数を評価するための方法が提示された4)｡
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それが､ 事業体の生産性変化を測定するための１つの有力な手法として広く

用いられるようになり､ その精緻化を目指して数多くの研究が続けられてい

る｡ そこで本稿では､ 主に Cooper, Seiford and Tone5) と Tone6) を参考にし

ながら､ まず､ マルムクィスト生産性指数について検討し､ 次いで､ それを

評価する際に必要となる距離関数の算定方法を考察してみることにする7)｡

� マルムクィスト生産性指数

いま､ 同じ活動を行っている �個の事業体 (Decision Making Unit) を

���������������で表すことにする｡ また､ �期において各����は

�種類のインプット ������������をそれぞれ	�
��単位投入することに

よって､ 
種類のアウトプット ����������
�をそれぞれ��
��単位産出

しているものとしよう｡ この時､ 測定されるインプット項目とアウトプット

項目は共に､ すべての����で共通していることが必要である｡ しかし､

各項目の測定単位は異なっていてもよい｡ さらに､ 	�
��と��

��の値は観測可能

で､ 	���
�����


� であると仮定する｡ ここに､ 	����はそれぞれ ����

のインプット・ベクトルとアウトプット・ベクトルを表す｡

さて､ �期の生産技術は､ ��を生産することができるすべてのインプット

・ベクトルの集合､ すなわち､ �式のインプット集合 ������を用いて定義

することができ､

��������	��	�は ��を生産可能� �

その境界 (効率的フロンティア) は､ �式の等量曲線 Isoq ������によって
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与えられる｡

Isoq ������������������������������������ �

また､ �式のかわりに､ インプット集合上で､ インプット距離関数 (input

distance function) を用いて�式のように生産技術を定義することもできる8)｡

�������������������	�����������
�� �

ここに､ インプット距離関数の値は､ ���������の時 �����������となり､

���Isoq ������の時に限り､ �����������となる｡

ところで､ �式の距離関数は�期のデータと生産技術を用いて定義された

同じ期の距離関数を表しているが､ ある期のデータとそれに隣接する期の生

産技術を用いて､ ２種類の異時点間の距離関数を�式��式のように定義す

ることができる｡

�������������������������	������������ �

���������������������	������������ �

この時､ �期の生産技術を基準にした場合のインプット指向型のマルムクィ

スト生産性指数 (input oriented Malmquist index) ��は,
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と表すことができる｡ ここで､ �����������であるが､ ���期のデータは

�期の生産技術に関して実行可能でない場合が考えられるため､

���������������となる｡ したがって､ ����が成り立つ｡ 同様にして､

���期を基準にした場合のインプット指向型のマルムクィスト生産性指数

����は､
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で与えられ､ 上記と同じ理由により､ ������となる｡ �式と�式の指数は

共に �������を �����������と比較したものであるが､ 基準となる生産技術
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8) 生産技術を､ アウトプット集合 (生産可能集合) 上で､ アウトプット距離関数によっ
て定義することもできる｡



が異なっているため２つの指数は必ずしも一致するとは限らない｡ すなわち､

ある指数が生産性の上昇を示しても､ 他の指数が生産性の下降を示すことが

起こり得る｡ したがって､ このような事態を避けるために､ 通常､ マルムク

ィスト生産性指数�は�式のように��と����の幾何平均として定義され

ることになる｡
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�は�期と���期の間の生産性の変化を表す指数であり､ ���の時に生

産性の下落を､ ���の時にその停滞を､ ��の時にその上昇を示してい

る｡

�式は､ �式と�式の２番目の式を代入することにより､ 次のように展開

することができる｡
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�式の右辺の第一項 ����
���������

���������������
は､ �期と ���期の間の技術

的効率性 (technical efficiency) の変化の大きさ (キャッチ・アップ効果)

を表しており､ �����の時に技術的効率性は減退しており､ �����の時

にそれは無変化で､ ����の時にそれは改善していることがわかる｡ また､

�式の右辺の第二項 	
�
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は､ �期と���

期の間の効率的フロンティアのシフト (shift) 効果､ すなわち技術的変化

(technology frontier shift) を表しており､ 	
��ならばフロンティア技術は

後退し､ 	
��ならばそれは無変化で､ 	
�ならばそれは向上している

ことになる｡

ここで､ 図１の１インプットと１アウトプットの単純な例を用いて､ 以上

の内容を確認しておくことにする｡

図１において､ �期と���期の間の技術的効率性の変化は､
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����
�����

�����
で与えることができる｡ また､ 点�に関する効率的フロン

ティアのシフト効果は
��

��
で表せるが､ それは､

�����

�����
�

	��期のフロンティアに関する �
	����	���の効率性
	期のフロンティアに関する �
	����	���の効率性

に等しく

なる｡ 同様に､ 点�に関する効率的フロンティアのシフト効果
��

��
は,
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�����
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�

	��期のフロンティアに関する �
	��	�の効率性
	期のフロンティアに関する �
	��	�の効率性

と示

すことができる｡ したがって､ 	期と	��期の間の効率的フロンティアのシ

フト効果�は ��
��

��
�
��

��

���
�	


��
��

�

�

となる｡

� インプット指向型ラディアル CCRモデル

分析対象になっている事業体����に関するマルムクィスト生産性指数

��を計算するためには､ �	
��
	

���	
����	��

� �
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� ��	��
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� ��	��
� ��
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図１. マルムクィスト生産性指数とその構成要素
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����
� ���

����
��の４種類のインプット距離関数の値を求めることが必要である｡

それらは以下の４種類のインプット指向型ラディアル CCRモデル (a), (b),

(c1), (c2) を用いることにより与えられる9)｡ なお､ 各記号の下付添字�は

特定の事業体����に関するデータ､ 指数であることを意味している｡

(a) �期における技術的効率性
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(b) ���期における技術的効率性
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(c1) �期の生産技術 (フロンティア) に対する���期のデータの効率性
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(c2) ���期の生産技術に対する�期のデータの効率性
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以上､ インプット指向型マルムクィスト・モデルについて考察してきたが､
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9) CCRモデルでは､ 規模に関して収穫不変 (constant returns to scale : CRS) の仮定が
おかれている｡



それを簡単な数値例に適用してみることにする｡ 数値例として､ ����か

ら ����の５個の事業体に関する �期と ���期の２つのインプット値

�������と１つのアウトプット値 ���が表１のように与えられている状況

を想定する｡

表１のデータを用いて､ 各事業体の ��
����

����
�������

� �����
� �����

� ��

��
������

� �����
� ������

� ���
����

��の値をインプット指向型ラディアル CCRモデ

ル (a), (b), (c1), (c2) から求め､ それらを�式と�式に代入することによ

り����	
�����を計算した結果が表２に纏められている｡

ここで､ １つの例として事業体 ����を取り上げてみよう｡ ����の �

期の技術的効率性､ ���期の技術的効率性､ �期の生産技術に対する ���

期のデータの効率性､ ���期の生産技術に対する�期のデータの効率性は､

それぞれ､ 以下に示される４種類の線形計画問題 (a), (b), (c1), (c2) を解

くことによって求められる｡
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表１. 数値例

�期 ���期

事業体 �� �� � �� �� �

���� 25 33 6 47 69 14

���� 22 33 9 24 41 13

���� 14 15 17 20 24 22

���� 15 111 130 18 195 138

���� 16 19 7 22 27 12

表２. 効率性の総括表

事業体 ��
����

����
�� ����

� �����
� �����

� � ��
������

� �����
� � ����

� ���
����

�� �� �	
� ���

���� 0.15524 0.23222 0.17324 0.20308 0.88525 0.66854 1.32416

���� 0.23287 0.37446 0.27073 0.31360 0.84873 0.62187 1.36480

���� 0.96769 1.00000 0.78269 1.23636 1.23636 0.96769 1.27764

���� 1.00000 1.00000 0.88462 1.62715 1.35624 1.00000 1.35624

���� 0.31457 0.48763 0.37949 0.40191 0.82658 0.64511 1.28130



(a) Min �

s.t. ����������������������������

�����������������������������

���������������	���������
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��
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���	

(b) Min �

s.t. �����������	��������������	�

�����������������������������

����������������������������

��
��
��
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(c1) Min �

s.t. ��������������������������	�

�����������������������������

���������������	���������

��
��
��
��
���	

(c2) Min �

s.t. �����������	����������������

�����������������������������

����������������������������

��
��
��
��
���	

これらの最適解は､ (a) に関しては ��
���

��	
�0.96769､ (b) の場合には

���､ (c1) については ��
�	�

��	
�0.78269､ (c2) では ��

��

��
�1.23636 とな

る｡ したがって､ 事業体 ����のマルムクィスト指数 ��は､ �式から､
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	������

	������
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�

����
	


���
�

�

�

＝1.236362､ また､ キャッチ・アップ効果とフロ

ンティア・シフト効果は､ �式から､ それぞれ､ �����
	������

�
�0.96769､
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�

�1.27764 で与えられることがわかる｡

以上､ インプット距離関数に基づいたインプット指向型マルムクィスト生

産性指数について述べてきたが､ アウトプット距離関数を用いたアウトプッ

ト指向型マルムクィスト生産性指数を同様に定義することができる｡ それは､

以下の４種類のアウトプット指向型ラディアル CCRモデル (a	), (b	), (c	1),

(c	2) を用いることによって与えられる｡

(a	) �期における技術的効率性
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(b	) ���期における技術的効率性
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(c	1) �期の生産技術に対する���期のデータの効率性
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(c	2) ���期の生産技術に対する�期のデータの効率性

����
� 
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���Min �

s.t. �	
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�
 ��
�� ���
��
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��
���������

�� �
�

�� ���
�� �������	

���� ��������

� 結

効率性の判定を正確に行うためには､ インプットの余剰分とアウトプット

の不足分を表すスラック存在の可能性を考慮に入れたモデルが必要となる｡

しかし､ 前節において､ インプット指向型マルムクィスト生産性指数を求め

るために用いられたラディアル CCRモデルでは､ こうしたスラックの存在

を取り扱うことはできない｡ 刀根はその問題を解決するために､ [SBM-I]

と [Super SBM-I] と呼ばれる２種類の非ラディアル・スラック基準のイン

プット指向型モデルを提案している10)｡ [SBM-I] では､ 
期の生産技術に関

して､ �期の���の効率性が､

�

����

����
�	�Min

�

�
��

�����

s.t. ��
������


�������
�� ��������

��
������


�����
�� �������	

��
� ��������

���� ��������

を解くことにより求められる｡ ここに､ �����
�
����

��であり､ 
�
� はインプ

ットのスラックを表す｡ なお､ 上式の
と�を入れ替えることにより､ �期

の生産技術に関する
期の���の効率性��
���


���

�	が､ また､ 
��と置

くことにより
期と�期の���の技術的効率性�

���


���

�	���

����
����

�	が､

算定できる｡ さらに､ [SBM-I] で実行可能解を得ることができない場合に

は､ 次の [Super SBM-I]､
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10) [SBM-I] と [Super SBM-I] については､ 例えば､ 参考文献[３]の pp. 333�335 を参
照されたい｡
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�����������

���	��
�� ��������

�

�����������
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� �������

	��� ��������

���� �������
����

を用いて����の効率性が求められる｡

ところで､ 本稿では､ 上記モデル [SBM-I] と [Super SBM-I] を含めて､

マルムクィスト生産性指数を構成する４種類の距離関数の値を測定する場合

に､ ラディアル型､ 非ラディアル型､ インプット指向型､ アウトプット指向

型､ 無指向型など､ どのタイプの DEAモデルを用いるべきかについての検

討が殆どなされていない｡ また､ 多くの場合､ 規模に関して収穫一定を仮定

したモデルが利用されているが､ 収穫可変を想定したモデルの適用可能性に

関しても吟味する必要がある｡ さらに､ ２期以上にわたる多期間の分析法や

効率的フロンティアが交差する場合などについても考察することが求められ

る11)｡ これらが､ 今後に残された課題である｡
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